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Resumo

VIANA, Augusto Costa, Universidade Federal de Vicosa, dezembro de 2018. Al-
gumas caracterizacoes de grafos planares. Orientador: Luis Felipe Gongalves
Fonseca.

A teoria dos grafos modela diversos problemas do cotidiano. Utilizando essa im-
portante ferramenta matemaética, concluiremos de forma clara e completa uma
demonstracao do teorema de Kuratowski. Apresentaremos também os teoremas de
Wagner, Maclane e Whitney. Esses teoremas fornecem uma caracterizacao para os

grafos, mostrando se ele é ou nao um grafo planar.
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Abstract

VIANA, Augusto Costa, Universidade Federal de Vigosa, December, 2018. Some
characterizations of planar graphs. Adviser: Luis Felipe Gongalves Fonseca.

Graph theory shapes many everyday problems. Using this important mathematical
tool, we will conclude in a clear and complete way a demonstration of Kuratowski’s
theorem. We will also present the theorems of Wagner, Maclane and Whitney. These
theorems provide a characterization for the graphs, showing whether or not it is a

planar graph.
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Introducao

Os grafos, ajudam a resolver varios problemas na mateméatica.Um problema
muito importante, que deu origem a toda teoria dos grafos, surgiu quando Euler foi
visitar a cidade de Konigsberg em meados da primeira metade do século XVIII. O
problema foi proposto como um desafio pelos moradores daquela cidade. O desafio,
conhecido como o “Problema das Sete Pontes de Konigsberg”, consistia em saber
se era possivel cruzar as sete pontes numa caminhada continua sem passar duas
vezes por qualquer uma delas e retornar ao ponto inicial.Diziam-se que os habitantes
da cidade tentavam fazer o percurso. Como as suas tentativas eram sempre falhas,
muitos deles acreditavam que nao era possivel encontrar tal percurso. Leonhard
Euler, em 1736, mostrou que realmente nao era possivel.

——

Figura 1.1: Sete pontes de Konigsberg, [3].

Os grafos sao estruturas abstratas que representam um conjunto de elementos
denominados vértices e suas relagoes de interdependéncia denominadas arestas. Os
grafos podem ser utilizados na representacao e resolugao de varios problemas em
topologia, programacao, légica, cartografia, entre outras. Abaixo temos alguns

SRR

Figura 1.2: Exemplos de grafos.

exemplos de grafos.
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Um tipo de grafo que é muito importante, pois é através dele que conseguimos
ver claramente a resolucao do “Problema das Sete Pontes de Konigsberg”, sao os
grafos eulerianos. Definimos grafo euleriano se pudermos percorrer cada aresta uma
unica vez partindo de um vértice e a ele retornando. Se o grafo nao é euleriano, mas
pudermos comecar num ponto qualquer e chegar a outro, ele serd dito semieuleriano.

C Cc

G, f

Figura 1.3: G; ¢ euleriano e G, é semieuleriano, [7].

Na figura acima, Gy é euleriano, G5 ¢é semieuleriano e G3 nao é euleriano nem
semieuleriano.

Euler, inclusive, demonstrou que um grafo conexo G é euleriano se, e somente se,
todos os seus vértices tem grau (nimero de vezes que as arestas incidem sobre um
vértice qualquer) par.

Utilizando um grafo para representar as pontes de Konigsberg, ele observou que
nimero de passagens de uma margem para uma ilha, ou entre duas ilhas era sempre
impar.

Um problema importante que usa o conceito de grafo euleriano é o problema
Chinés do Carteiro, que consiste em minimizar o esfor¢co de um carteiro que percorre
todas as ruas de uma cidade. Se o grafo em questao é euleriano, nao hé problema.
Mas se este nao for o caso, teremos que eulerizar o grafo. A ideia é fazer o carteiro
percorrer ruas repetidas de forma economica. O problema nao é simples, mas hoje
h& algoritmos que produzem resultados com bastante eficiéncia. E um problema
bastante estudado devido a economia que uma boa solugao pode gerar.

Definimos que grafos planares sao grafos que admitem uma representacao grafica
em que as arestas s6 se encontrem (possivelmente) nos vértices a que sao incidentes.
Exemplos classicos de grafos planares sao dados pelos grafos que representam os
poliedros platonicos: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

D
sRng 3

Figura 1.4: Grafos planares, [7].
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Mas ai vem uma classica pergunta: sera que todos os grafos sao planares? A
resposta para isso é nao, nem todos os grafos sao planares. Por exempo, K5 e K33
sao exemplos cldssicos de grafos completos (grafo onde todo par de vértice é ligado
por uma aresta) nao planares.

Ks Kaz

Figura 1.5: Grafos nao planares.

Na parte final desse trabalho, demonstraremos o teorema de Kuratowski e apre-
sentaremos os teoremas de Wagner, Maclane e Whitney. As defini¢oes necessarias
para do teorema de Wagner, Maclane e Whistney serao apresentadas no decorrer
deste trabalho e as do Teorema de Kuratowski serao apresentadas a seguir.

Definimos que um grafo G’ é um subgrafo de um grafo G se o conjunto de vértices
de G’ é um subconjunto do conjunto de vértices G e o conjunto de arestas de G’ é
um subconjunto do conjunto de arestas de G. Por fim temos que um grafo G’ é dito
homeomorfo ao grafo G se G’ puder ser obtido de G por sucessivas operacoes de
subdivisao(adigao de vertices de grau dois). O teorema diz que um grafo é planar se
nao contiver subgrafo homeomorfo a K5 ou a Ks 3.



O que é um Grafo

Definicao 2.1: Um grafo é uma estrutura abstrata que representa um conjunto de
elementos denominados vértices e suas relagoes de interdependéncia denominadas
arestas.

Sera usado a notacao G(A(G),V(G)), sendo que A(G) é o conjunto de arestas e
V(G) o conjunto de vértices.

ST

G (0,1) G(1,2) G (3,3) G (6,4)

Exemplos:

Figura 2.1: Exemplos de grafos.

2.1 Conceitos basicos de Grafos

2.1.1 Ordem e Tamanho

A ordem de um grafo é o nimero de vértices que ele possui, e o tamanho de um
grafo é o nimero de ligagoes que ele possui.

2.1.2 Grafo nulo ou vazio

Um grafo G é nulo ou vazio quando o conjunto de arestas A(G) é vazio.

Figura 2.2: Exemplo de grafo nulo ou vazio.
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2.1.3 Grau de um vértice

O numero de vezes que as arestas incidem sobre um vértice V' é chamado grau
do vértice v, simbolizado por d(v). Na figura abaixo, os nimeros representam os
graus de cada vértice.

Figura 2.3: Representacao dos graus de cada vértices.

2.1.4 Ponte

Uma ponte é uma aresta cuja remocao desconecta o grafo.

2.1.5 Laco e arestas paralelas

Uma aresta que liga um vértice a ele mesmo é chamada de laco.
Arestas que representam ligagoes diferentes entre vértices idénticos sao chamadas
de arestas paralelas.

.2
R
o et O
(a) Figura 2.3.1: Lago, [7]. (b) Figura 2.3.2. Arestas Paralelas.

2.1.6 Grafo Direcionado ou Orientado

Um grafo é dito direcionado ou orientado quando o sentido das ligacoes entre os
vértices é importante. Nesse caso, as arestas possuem um sentido marcado por uma
seta e recebem o nome de arcos (grafo orientado).

A disting¢ao do sentido dos arcos no conjunto A(G) obriga sua representacao por
pares ordenados. A fim de diferenciar arestas de arcos, pode-se utilizar a notagao
com virgula (1,2) para representar pares ordenados dos arcos e com um trago para
representar as arestas (1-2).
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Figura 2.5: Grafo direcionado ou orientado, [11].

2.1.7 Multigrafos

E um grafo nao direcionado que possui no minimo duas arestas paralelas. Além
disso, um grafo direcionado que possui dois ou mais arcos de mesma direcao ligando
um mesmo par de vértices ¢ denominado multigrafo direcionado.

/r \
N
-
Figura 2.6: Multigrafo, [7].

2.1.8 Grafos Mistos

Definimos um grafo misto como um grafo que possui simultaneamente arcos e
arestas.

Figura 2.7: Grafos mistos, [11].

2.2 Alguns conceitos importantes

2.2.1 Grafo Complementar

Dado um grafo G, orientado ou nao, dizemos que o seu grafo complementar G’ é
o grafo que contém as ligacoes que nao estao em G.
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E E
G G

Figura 2.8: Grafo complementar.

2.2.2 Articulagao ou Vértice de Corte

Para definir o que é articulagao ou vértice de corte, vamos definir inicialmente
o que ¢ grafo conexo e componente conexa. Um grafo é conexo se qualquer par de
pontos é ligado por ao menos um caminho. As componentes conexas podem ser
vistas como as classes de equivaléncia da relagao: x o~ y se, e somente se, existe um
caminho ligando x a y.

Um vértice v de um grafo G simples nao-trivial(que possui mais de um vértice) é
uma articulacao se a remocao de v resulta no aumento do niimero de componentes
conexas de G.

Sendo (1) o grafo G, tem-se que em (2), com a remogao de um vértice, aumentou-
se o numero de componentes conexas, portanto é uma articulagao. Ja em (3) nao é
uma articulagao, pois a remocao do vértice nao aumentou o nimero de componentes
conexas. Como pode ser visto na imagem abaixo.

Figura 2.9: No ndmero 2 temos uma articulagao, [11].

2.2.3 Subgrafo

Definicao 2.2: Informalmente, um subgrafo H de um grafo G é um “pedaco” deste.
Formalmente, dizemos que um grafo H é um subgrafo de um grafo G se o conjunto
de vértices de H é um subconjunto do conjunto de vértices G e o conjunto de arestas
de H é um subconjunto do conjunto de arestas de G.
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G H

Figura 2.10: H é um subgrafo de G.

2.2.4 Bloco

E um grafo conexo que nao possui articulacao. Isto é, nao ha vértice em G cuja
remocao provoque aumento do nimero de componentes conexas de G.

Figura 2.11: Exemplo de Bloco.

2.2.5 Grafo Conexo

Dizemos que um grafo é conexo se qualquer par de pontos ¢ ligado por ao menos

>

Figura 2.12: Exemplo de grafo conexo, [7].

um caminho.

2.2.6 Ciclo

Um ciclo é um grafo conexo regular de grau 2. A notagao é C),

W

Figura 2.13: Exemplo de ciclo, [7].
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2.2.7 Passeio, Trilha e Caminho

Um passeio é uma sequéncia de arestas do tipo vguy, v1vs, VoU3,...,Us_1Us; S € O
comprimento do passeio. Se todas as arestas do passeio sao distintas, o passeio é
chamado trilha ; se vy = v, 0 passeio é uma trilha fechada. Se, além das arestas,
todos os vértices sao distintos entao temos um caminho e se vg = v, temos um ciclo.

2.3 Primeiro Resultado

O teorema a seguir, apesar de ser simples, é importante, pois obtemos uma relacao
entre a soma dos graus dos vértice de um grafo qualquer com o dobro do ntimero de
arestas.

Teorema 2.1: Para todo grafo G vale

> d(v) =2.m.

veV (Q)

Isto é: “A soma dos graus dos vértices de um grafo é sempre o dobro do nimero
de arestas.”

Demonstracao. Quando contamos os graus dos vértices, estamos contando as
extremidades das arestas uma vez. Como cada aresta tem duas extremidades,
cada aresta foi contada duas vezes.

O
Corolario 2.1: Todo grafo G possui um nimero par de vértices de grau impar

Demonstracao. Se tivéssemos um numero impar de vértices de grau impar, a
soma dos graus seria impar. Mas a soma dos graus é o dobro do numero de
arestas e, portanto, € um nimero par.

O

2.4 Isomorfismo

Definicao 2.3: Dois grafos GG; e G5 sao ditos isomorfos se existe uma correspon-
déncia entre seus conjuntos de vértices que preserve as adjacéncias.

No exemplo abaixo, vamos estabelecer a seguinte correspondéncia entre os con-
juntos de vértices.

F :aw, b-x, ¢z , d-y

Temos que os dois grafos abaixo sao isomorfos, pois preservam a suas relacoes de
adjacéncias.
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a C w z

Figura 2.14: Os dois grafos sao isomorfos, [7].

2.5 Grafos Especiais

Certos grafos aparecem tanto em nossa volta e possuem propriedades tao caracte-
risticas que se torna importante apresenta-los nessa parte desse trabalho.
2.5.1 Grafo simétrico

Se um arco a tem ponta inicial ¢ e ponta final j, dizemos que a vai de ¢ a j. Um
arco com ponta inicial ¢ e ponta final j serd denotado por (i,j. Um grafo é simétrico
se para cada arco da forma (i,j) existe um arco da forma (j,i).

Figura 2.15: Grafos simétricos, [13].

2.5.2 Grafo completo

Um grafo completo é um grafo orientado ou nao, que possui ao menos uma ligacao
entre cada par de vértices, ou seja, todo par de vértice é ligado por uma aresta.

Figura 2.16: Grafos completos, [13].

2.5.3 Grafo Regular

Um grafo é regular (de grau k, ou ainda k-regular) quando todos os seus vértices
tém o mesmo grau (k).
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Figura 2.17: Grafo k-regular de grau 3, [7].

2.5.4 Grafo bipartido

E um grafo em que o conjunto V de vértices pode ser particionado em dois
subconjuntos disjuntos V; e V5 tal que toda aresta de G tem uma extremidade em V;
e outra em V5. O subconjunto V; é dito um subconjunto independente de vértices do
grafo G, pois nao hé arestas ligando dois vértices de V;. Temos também que V5 é um
subconjunto independente de vértices de G.

Figura 2.18: Grafo bipartido, [7].

2.5.5 Grafo bipartido completo

E um grafo bipartido em que todos os vértices de V; sao ligados a todos os vértices
de V5. Notacao K, ,

Figura 2.19: Grafo bipartido completo, [7].
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2.5.6 Grafo K-Conexo

Dizemos que um grafo conexo é k-conexo se, ao retirarmos k - 1 vértices do
grafo, ele continua conexo.

Exemplos:

Grafo 1-conexo. Grafo 2-conexo., Grafo 3-conexo.

Figura 2.20: Grafo 1-conexo, 2-conexo e 3-conexo.

2.5.7 Grafo Bipartido

Teorema 2.2: Um grafo G é bipartido se, e somente se, nao contém ciclos de
comprimento (nimero de arestas) impar.

Demonstra¢ao. (=) Seja G bipartido. Se nao houver ciclo em G, nao ha o que
mostrar. Se temos um ciclo em G este alterna os vértices de V; e V5, sendo eles
dois subconjuntos independentes e disjuntos. Comecando de V;, para retornar
ao ponto de partida teremos que utilizar um nimero par de arestas. Portanto o
ciclo é de comprimento par.

(<=) Podemos considerar apenas grafos conexos. Seja G um grafo sem ciclos
impares. Vamos particionar seu conjunto de vértices em dois subconjuntos V;
e V5, independentes e disjuntos. Pegando primeiramente um vértice qualquer
v. O subconjunto V; sera formado por todos os vértices w tais que exista um
caminho de comprimento par entre v e w. O subconjunto V5 sera formado por
todos os vértices w tais que exista um caminho de comprimento impar entre v e
w. Temos ainda que os conjuntos V; e V5 sao disjuntos, pois se w estivesse em V;
e V5 ao mesmo tempo, haveria um caminho de comprimento par e um caminho
de comprimento impar ligando v a w. Esses dois caminhos podem se cruzar (ou
nao) antes de chegar em w, produzindo alguns ciclos. Como o niimero de arestas
usado nestes ciclos é impar (é a soma do nimero de arestas dos dois caminhos)
isso produziria pelo menos um ciclo impar em G, contrariando a hipdtese.

]



Euler e as Pontes de Konigsberg

Um problema muito conhecido na teoria dos grafos é o problema das pontes
de Konigsberg. Em 1736, Euler visitou a cidade de Konigsberg, na entao Prussia
Oriental (atualmente Kaliningrado, Russia). A cidade, na época, era o local de
moradia de diversos intelectuais conhecidos e se pode imaginar que Euler tenha se
sentido atraido pelo ambiente.

O fato é que ele, ao chegar 14, tomou conhecimento de um problema que estava
sendo discutido entre a intelectuais da cidade e que, embora parecesse simples, nao
tinha sido ainda resolvido. No Pregel, rio que corta a cidade, havia duas ilhas que,
na época, eram ligadas entre si por uma ponte. As duas ilhas se ligavam ainda as
margens por mais seis pontes ao todo. Por muito tempo os habitantes daquela cidade
perguntavam-se se era possivel cruzar as sete pontes numa caminhada continua sem
passar duas vezes por qualquer uma delas e retornar ao ponto inicial.

Figura 3.1: Sete pontes de Konigsberg, [15].
Leonard Euler mostrou que a resposta era negativa pois observou que o ntimero

de passagens de uma margem para uma ilha, ou entre duas ilhas era sempre impar.
Isto indica que se pode passar mas em algum momento nao conseguira retornar.

13
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3.1 Grafos Eulerianos

Definicao 3.1: Dado um grafo G com m arestas, definimos um grafo euleriano
se houver uma trilha fechada de comprimento m em G, ou seja, se conseguimos
percorrer cada aresta uma, e apenas uma, Unica vez partindo de um vértice e a ele
retornando. Se o grafo nao é euleriano, mas tem uma trilha aberta de comprimento
m, ele é dito semieuleriano.

Com outras palavras, podemos desenhar um grafo euleriano (ou melhor, uma
representagao gréafica dele) sem retirar o ldpis do papel e retornando ao ponto inicial.
Num grafo semieuleriano isto nao é possivel, ou seja, comeca num ponto e termina
em outro.

a € 4a e a4 e

Figura 3.2: G ¢é euleriano e G5 é semieuleriano, [7].

Na figura acima, temos que G; é euleriano (a trilha pode ser a-b-c-d-e-f-a-d-b-
e-a), Gy é semieuleriano (a trilha pode ser a-e-b-d-c-b-a-d-e) e G5 nao é euleriano,
nem semieuleriano.

Lema 3.1: Se todo vértice de um grafo (nao necessariamente simples) G tem grau
maior ou igual a 2, entao G contém um ciclo.

Demonstragao. Se G contém lagos ou arestas multiplas (arestas que possuem os
mesmos vértices como extremidade), ndo ha o que provar, pois, automaticamente,
G contém um ciclo. Vamos considerar entao, apenas os grafos simples. A partir
de um vértice Vg, qualquer, iniciamos nossa trilha. Quando chegamos a um
vértice qualquer, teremos duas opgoes, ou estaremos visitando pela primeira vez
e podemos continuar, ou chegamos a um vértice ja visitado, produzindo um ciclo.

Como o numero de vértices ¢ finito, o lema esta provado.
O

Teorema 3.1 (Teorema de Euler (Euler - 1736)): Um grafo conexo (nao
necessariamente simples) G de comprimento m é euleriano se, e somente se, todos os
seus vértices tem grau par.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que G tenha uma trilha fechada de compri-
mento m. Cada vez que a trilha passa por um vértice, ela utiliza duas novas
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arestas, uma para entrar e outra para sair. Portanto, o grau de cada vértice deve
ser obrigatoriamente par.

(«<=) Provaremos usando indugao sobre o nimero de arestas m do grafo. Por
vacuidade, o teorema ¢é valido quando m = 0. Suponhamos que o teorema seja
valido para todos os grafos com menos do que m arestas. Sendo G conexo, todos
os vértices tém grau maior do que 2, pois os graus sao pares. Pelo lema anterior,
G contém um ciclo (que é uma trilha fechada). Entre todos as trilhas fechadas em
G escolhemos uma trilha T com comprimento maximo. Se T possui comprimento
m, o teorema estd provado. Caso contrario, consideramos o grafo H resultante da
retirada das arestas de T. Como retiramos um nimero par de arestas de cada
vértice de T, e todos os vértices do grafo tem grau par (pela hipdtese), pelo menos
uma das componentes de H tem um vértice em comum com T e tem todos os
vértices com grau par. Pela nossa hipotese de inducao, H tem uma trilha fechada
que passa por todos os vértices de H, e podemos formar uma trilha fechada maior
concatenando T com a trilha em H. Mas isto contraria a maximalidade na escolha
de T.

O

Corolario 3.1: Um grafo conexo (ndo necessariamente simples) G é semieuleriano
se, e somente se, no maximo, dois vértices tém grau impar.

Demonstracao. Um grafo tem exatamente dois vértices de grau impar se, e s
se, 0 acréscimo de uma aresta incidente a esses vértices de grau impar gera um
grafo com todos os vértices de grau par. Um grafo com todos os vértices de grau
par tem um circuito euleriano, e retirando-se desse circuito a aresta acrescentada
incidente aos vértices de grau impar resulta em uma trilha euleriana(que comega
em um vértice de grau {mpar e termina no outro).

]

As aplicagoes dos percursos eulerianos se relacionam a problemas de atendimento
sequencial, tais como:

e Entrega de encomendas;
e Coleta de lixo;

e Vendas em domicilio, entre outros.

3.2 O problema Chinés do Carteiro

Esse problema ¢ uma aplicacao bastante importante do conceito de grafo euleriano.
Usamos um grafo valorado (as arestas possuem pesos). Este peso ou nimeros
podem representar comprimento, custo, tempo, ou o que a modelagem do problema
necessitar.

O problema chinés do carteiro consiste em minimizar o esforco de um carteiro
que percorre todas as ruas de uma cidade. Se o grafo em questao é euleriano, nao
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ha problema. Mas se este nao for o caso, teremos que eulerizar o grafo. Além disso,
temos que o numero de vértices de grau impar é par, logo poderemos unir pares destes
vértices por novas arestas, tornando-os pares. A ideia aqui é fazer o carteiro percorrer
ruas repetidas de forma economica. O problema pode se complicar bastante, mas
hoje hé algoritmos que produzem resultados aproximados com bastante eficiéncia,
como € visto nos algoritmos de Sherafat, e de Edmonds e Johnson. E um problema
bastante estudado devido a economia que uma boa solucao pode gerar. Vamos
ilustrar o caso mais simples possivel, quando o grafo é semi-euleriano, isto é, quando
tem apenas dois vértices de grau impar.

O menor caminho entre os vértices a e b indica que o melhor meio de eulerizar
o grafo é construir uma “aresta virtual” entre a e b, o que significa simplesmente
percorrer o caminho avy, vovs, v3vy, v4b (caminho qualquer entre a e b). Abaixo
temos uma figura, onde os niimeros nas arestas poderiam representar comprimento,
custo ou tempo como foi dito acima, lembrando que a ideia aqui é sempre obter um
caminho onde o custo seja menor entre dois vértices.

Figura 3.3: Representacao de uma situacao do problema Chinés do
Carteiro, [7].

3.3 Grafos e Ciclos Hamiltonianos

Definicao 3.2: Um problema curioso e também parecido ao dos grafos eulerianos é
o de procurar em G um passeio fechado que passe por todos os vértices uma e sé
uma vez. Uma trilha assim teria de ser necessariamente um ciclo. Chamamos esse
ciclo de ciclo Hamiltoniano. Definimos que um grafo é Hamiltoniano se ele contiver
um ciclo Hamiltoniano. O nome homenageia Sir Willian R. Hamilton, que estudou e
divulgou o problema, embora a primeira formulagao tenha sido feita por Kirkman
em 1885.

Exemplos:

Grafo Euleriano e Hamiltoniano

Figura 3.4: Grafo Euleriano e Hamiltoniano, [16].
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Grafo Euleriano,mas que nao é Hamiltoniano

Figura 3.5: Grafo Euleriano,mas que nao é Hamiltoniano, [16].

Grafo com ciclo Hamiltoniano, mas que nao é Euleriano

Figura 3.6: Grafo com ciclo Hamiltoniano, mas que nao é Euleriano,
[16].

Grafo que nao é Euleriano e nem Hamiltoniano

Figura 3.7: Grafo que nao é Euleriano e nem Hamiltoniano, [16].

3.4 O problema do Caixeiro Viajante - PCV

Esse problema é muito importante para todo profissional da area da matematica,
além de ser um dos problemas mais estudados no campo da pesquisa operacional.
Ester problema é uma aplicacao importante do conceito de ciclo hamiltoniano, onde
consiste em determinar o menor ciclo hamiltoniano. Porém, até hoje nao foi en-
contrado um algoritmo computacionalmente eficiente para resolvé-lo. O problema
consiste em tentar determinar a menor rota para percorrer uma série de cidades
(visitando uma tnica vez cada uma delas), retornando a cidade de origem. Ele
¢ um problema inspirado na necessidade dos vendedores em realizar entregas em
diversos locais (as cidades) percorrendo o menor caminho possivel, reduzindo o tempo
necessario para a viagem e os possiveis custos com transporte e combustivel. Trata-se
de um problema de otimizacao que utiliza grafos.
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Como exemplo, considere o seguinte problema:

Pedro estd em Florestal (F) e precisa viajar para Alvinépolis (A), Sao Paulo (SP)
e Lavras (L). A ordem das cidades a ser visitadas nao importa. Para ajuda-lo a
montar sua viagem, ele fez o levantamento das distancias (Km):

F A | SP| L
F - | 300 | 650 | 250
A | 300 - | 750|400

SP [650 | 750 | - |450
L | 250|400 | 450 | -

Figura 3.8: Levantamento das distancias (Km) de cada cidade.

A melhor solucao para esse problema é
F-L-SP-A-FouF-A-SP-L-F

Para encontrar a melhor rota, temos que preencher as lacunas em

F-_-_-_-F

com L, SP, e A. Ou seja, temos 3! = 6 rotas possiveis.

Observacoes Importantes:

e Para 4 cidades distintas, temos:

1)Para PCV simétrico, @ =3

2)Para PCV assimétrico: (n-1)! =6

Observacoes Importantes:

e Imagine que tenhamos um computador que seja capaz de fazer 1 bilhao de
adicoes por segundo.

e Para 20 cidades, o computador precisa apenas de 19 adicoes para dizer qual o
comprimento de uma rota, assim temos:

100000000 ~ 53 milhdes de rotas por segundo.
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Para ilustrar, vamos fazer a estimativa para alguns valores de n:

Rotas por segundo Tempo (Aproximado)
(Aproximado)

5 250 milhdes 12 insignificante

10 110 milhges 181.440 insignificante

15 71 milhdes 43,5 bilh&es 10 minutos

20 53 milh8es 0,6 x 10%7 36,5 anos

25 42 milh&es 3,1x10%* 235 milh8es de anos
26 40 milh&es 7,8 x10%* 6 bilhBes de anos

Figura 3.9: Tabela contendo calculo de rotas para alguns valores de n.

Assim observamos que o aumento no valor do n provoca uma diminui¢ao nas
rotas por segundo com que o computador calcula, mas provoca um grande aumento
no tempo total de cédlculo. Assim mesmo que tivessemos um computador muito
melhor, para um nimero N grande (que é bem provavel) ele nao conseguiria resolver
um problema desse tipo em um tempo habil, mostrando para ndés o porque desse
problema ainda continuar sem uma solucao eficiente.



4

Arvores e subconjuntos especiais de
um grafo

4.1 Definicoes e Caracterizacoes

Definicao 4.1: Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos como subgrafos.

Note que o fato de nao ter ciclos faz com que a arvore seja a maneira mais
“economica” de conectar os vértices.

L

Figura 4.1: Arvores, [7].

Um grafo cujas componentes conexas sao arvores é chamado de floresta.

S

arvore floresta

Figura 4.2: Arvore e florestal, [7].

Para um dado ntmero de vértices n, uma arvore é o grafo conexo com menor
nimero de arestas. Uma ponte é uma aresta cuja delecao provoca o aumento das

20
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componentes conexas do grafo. As varias caracterizacoes das arvores podem ser
reunidas no seguinte teorema.

Teorema 4.1: Seja T um grafo com n vértices. As seguintes afirmagoes sao equiva-
lentes:

(i) T é uma arvore;

(#) T nao contém ciclos e tem n - 1 arestas;

(#i) T é conexo e tem n - 1 arestas;
(iv) T é conexo e toda aresta é uma ponte;
(v) Todo par de vértices de T é ligado por um tnico caminho;
(vi

vi) T nao contém ciclos, mas a adigdo de uma aresta produz um unico ciclo.

Demonstracao. (i) = (ii): Pela definigao de arvore, T nao contém ciclos.
Portanto, a retirada de uma aresta uv separa u de v, e o grafo é separado em um
par de arvores T” e T” com n’ e n” vértices, respectivamente, tais que n = n’ +
n”. Por inducao, o nimero de arestas de T” é n’ - 1, e o niimero de arestas de T”
én” - 1. Acrescentando a aresta uv, concluimos que o ntimero de arestas de T é,
portanto, (n’- 1) + (n”-1) + 1 =n- 1.

(71) = (iii): Se T fosse desconexo, cada componente seria uma arvore. Por
inducao, o nimero de arestas em cada componente é inferior em uma unidade ao
nimero de vértices e o nimero total de arestas seria inferior an - 1 .

(71) = (iv): A retirada de qualquer aresta separa o grafo, pois n - 2 arestas
sao insuficientes para conectar o grafo.

(iv) = (v): Se existisse mais de um caminho entre dois vértices, o grafo
teria um ciclo e haveria uma aresta que nao separaria o grafo.

(v) = (wi): Se T contivesse um ciclo, haveria um par de vértices ligado por
mais de um caminho. A adicao de uma aresta uv, concatenada com o caminho
(inico) entre u e v, produz um ciclo. Se este ciclo nao fosse unico, a retirada da
aresta uv deixaria dois caminhos distintos entre u e v.

(vi) = (i) : Basta mostrar que T é conexo. Se T fosse desconexo, uma
aresta ligando duas componentes nao produziria um ciclo.

]
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4.2 Arvores Geradoras

Definicao 4.2: Uma &arvore geradora de um grafo G é um subgrafo conexo e aciclico
(ndo possui ciclos) que possui todos os vértices originais de G e um subconjunto
das arestas originais de G. Em outras palavras, uma arvore geradora é um subgrafo
gerador que ¢ uma arvore.

Exemplo:
L L L
) )
® I L 3 L L
Grafo Conexo G Arvore geradora Nao € arvore geradora

do grafo G do grafo G, pois ndo
tem um dos vértices

Figura 4.3: Exemplo de arvore geradora.

O algoritmo de Kruskal é um algoritmo em teoria dos grafos que busca uma
arvore geradora minima para um grafo conexo com pesos (conjunto de nimeros
associados aos vértices ou arestas, onde o significado vai depender do problema).
Isto significa que ele encontra um subconjunto das arestas que forma uma arvore
que inclui todos os vértices, onde o peso total, dado pela soma dos pesos das arestas
da arvore, é minimizado. O algoritmo de Kruskal é um exemplo de um algoritmo
guloso (também conhecido como ganancioso ou greedy).

4.2.1 O Problema de Conexao de Peso Minimo

Teorema 4.2: O algoritmo de Kruskal fornece uma solugao étima para o problema
da conexao de peso minimo.

Demonstracao. O algoritmo, evidentemente, fornece uma arvore geradora T.
Suponhamos que T nao tenha peso minimo, isto é, existe uma arvore geradora
T’ tal que o peso de T’ é menor do que o peso de T. Seja e a primeira aresta
escolhida para T que nao pertence a T’. Se adicionarmos e a T’, obtemos um
ciclo que contém uma aresta e, que nao estd em T. Retiramos a aresta e, e temos
uma arvore T” com peso menor que T. Mas neste caso, esta aresta ej, teria sido
escolhida pelo algoritmo no lugar de e, o que mostra que o algoritmo constréi
efetivamente uma arvore de menor peso.

]



Grafos Planares

5.1 Definicoes e Resultados Simples

Definicao 5.1: Um grafo é dito planar se pode ser desenhado no plano de forma

que suas arestas se interceptam apenas nos vértices.

Exemplos classicos de grafos planares sao dados pelos grafos que representam os
poliedros platonicos: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

D
sRug g

Figura 5.1: Exemplos de grafos planares, |

Como veremos mais tarde, nem todos os grafos sao planares, K5 e K33 sao

K33

Figura 5.2: Exemplos de grafos nao planares.

exemplos classicos de grafos nao planares.

Ks

Para grafos planares, vale a relacao de Euler para poliedros convexos.

23
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Teorema 5.1 (Teorema de Euler): Num grafo planar conexo vale f - m + n =
2, sendo f = faces , m = arestas e n = vértices.

Demonstracao. Demonstraremos este teorema por indugao sobre o ntimero de
arestas. Vamos tomar um grafo conexo qualquer. Se esse grafo for uma arvore,
temos f-m +n=1-(n-1)+n= 2. Sehouver um ciclo, retiramos uma aresta
do ciclo, e o grafo fica com uma face a menos, mas pela hipotese de indugao a
relagao vale para o novo grafo. Temos entdo (f- 1) - (m - 1) + n = 2 e, portanto,
f-m+n=2.

O

Teorema 5.2: Seja P um poliedro convexo. Se todas as suas faces sao poligonos
congruentes e de cada vértice partem a mesma quantidade de arestas, entao P é um
dos sélidos a seguir: tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro ou icosaedro.

Demonstragao. Seja p o numero de arestas de cada face (equivalentemente, o
numero de vértices de cada face) e ¢ o nimero de arestas de cada um dos V
angulos poliédricos. Observe que: pF = 2A.

De fato, cada face do poliedro possui p lados, como temos F faces, temos um
total de pF lados de faces, como cada lado pertence a exatamente duas faces,
entao o nimero de arestas do poliedro é %F, ou seja, pF = 2A.

Além disso, 2A = ¢V, pois, cada um dos V angulos poliédricos tem ¢ arestas
(q > 3), como cada aresta contém dois vértices, entdo o numero de arestas do
poliedro é %, ou seja, qV = 2A. Portanto, pF = 2A = qV (*)

Pelo Teorema 6.1 (teorema de Euler para poliedros convexos ou grafos planares
conexos) temos: V- A + F = 2 (*%).
De (*) temos que F = 24 ¢ V = 24,
P q
Substituindo esses valores em (**), obtemos: % -A+ % =2
Dividindo a igualdade por 2A e somando % em ambos os lados, temos:
1
Ly

1_1 1 _1 11 _ 1 rkkx
p_2+A q+p 2_A( )

Como A é estritamente positivo, temos

>

Q=
N | =

_|_

SRl

Sabemos que p > 3 e q > 3. Notemos, porém, que se p e q fossem simulta-

neamente maiores que 3 teriamos: q > 4. Portanto é < 411- Como p > 3, 110 <
1

1°

Assim temos:

SR
SR
IA
[N
Q=
1
N
+
B =
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(***), pois A é um ntimero positivo.

o que contraria a igualdade
Concluimos entao que, nos poliedros, ¢ = 3 ou p = 3. Vamos analisar esses
casos:
i) Para q = 3.

Em (***) vem:

1 _ 1 1 1
—E—Z:>5>6:>p<6

SR

Entdo, p = 3 ou p = 4 ou p = 5 (respectivamente faces triangulares ou
quadrangulares ou pentagonais, por conta do nimero de arestas de cada um dos
angulos poliedricos).

ii) Para p = 3.

Em (*%):

Q=
1

> 1= q<6.

=y
=
<=

Entao,q =3ouq=4ouq=>.

Portanto, concluimos que os poliedros sdo determinados pelos pares (p,q),
sendo, portanto, cinco, e somente cinco, as classes de poliedros.
Fica ao cargo do leitor provar as seguintes identidade decorrente de (*) e (**):

_ 4p
V= iy
_ 2pq
A= 4—(p—2)(¢—2)"
F = 4q

4-(p—2)(q—2)"
Assim, temos as seguintes situagoes:

,3) = F =4, logo temos um tetraedro;

= F = 6, logo temos um hexaedro ou cubo;

(3,3
(43)
(3,4) = F = 8, logo temos um octaedro;
(5,3) = F = 12, logo temos um dodecaedro;
(3,5) = F = 20, logo temos um icosaedro.

)

]

Teorema 5.3 (Teorema): Num grafo planar conexo G vale m < 3.n - 6. A
igualdade vale se G é maximal planar.

Demonstracao. Se por acaso formos contar as arestas de cada face, contaremos
duas vezes cada aresta do grafo. Como cada face tem no minimo 3 arestas temos:
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3.f < 2m.
Substituindo na férmula de Euler:
f-m+n=2,
3.f-3m + 3n = 6,
2m-3.m + 3.n > 6,
m < 3.n- 6.
O

Este teorema nos dé outra demonstracao de que K5 nao é planar. De fato, K5 (e
de resto todos os grafos completos com mais do que 4 vértices) ndo obedece a relagao
acima, pois 10 > 3.5 - 6.

Um problema interessante de se falar, quando falamos agora do grafo K33 é o
chamado problemas das trés casas, que indaga se dadas trés casas (A,B e C) é
possivel conecta-las aos fornecedores de agua, gés e eletricidade sem cruzar as linhas?

A G E
Figura 5.3: Problemas das trés casas, [11].

Notemos que o grafo K33 nao pode ser desenhado no plano sem que ocorra
intersecao de arestas.

Figura 5.4: Problemas das trés casas, [11].

Assim, sera apresentado um teorema que prova que esse grafo nao é planar.

Teorema 5.4 (Teorema): Num grafo planar bipartido conexo G vale



Capitulo 5. Grafos Planares 27

m<2n-4.

Demonstracao. Observamos que um grafo bipartido s6 tem ciclos pares. Cada
face tem no minimo 4 arestas.

4.f < 2.m,
Substituindo na férmula de Euler temos:
Af - 4m + 4n = §,
2m - 4m + 4n > 8§,
m < 2.mn - 4.
[

Assim, pelo teorema 5.4, podemos ver que K33 nao ¢é planar, pois 9 > 2.6 - 4.

E fAcil perceber que qualquer grafo que tenha um K5 ou K33 como subgrafo nao
é planar (pois pelo menos essa “parte” do grafo nao poderd ser desenhada de forma
planar).

5.2 Dualidade

O Dual GP de um grafo simples planar G é o grafo construido da seguinte maneira;

(i) A cada face de G associamos um vértice em G

(ii) A cada aresta de G (que separa duas faces) associamos uma aresta em GP
ligando os vértices correspondentes as faces.

Um bom exemplo sao os solidos platonicos apresentados. O cubo é o dual do
octaedro, o icosaedro é o dual do dodecaedro e o tetraedro é o dual dele mesmo
(autodual). Esses duais correspondem aos duais da geometria classica.

Vg

Figura 5.5: Correspondéncia entre as faces do cubo e os vértices do
octaedro, [7].
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5.3 Numero cromatico

Definicao 5.2: Definimos o menor nimero de cores para colorir um grafo G qual-
quer de nimero cromatico, denotado por x(G).

Exemplo:

Figura 5.6: Podemos colorir esse grafo com apenas 3 cores distintas.

Em relagao a figura acima, podemos colorir os vértices com 6 cores (uma para
cada vértice), mas o menor nimero possivel de cores ¢ 3 . No caso x(G) = 3.

Observacao. Nao precisamos efetivamente “colorir” os vértices, basta atribuir
um nuimero ou um simbolo aos vértices.

5.4 O problema das 4 Cores

Colorir um mapa ¢ colorir as regides de maneira que regioes fronteiricas nao sejam
coloridas com a mesma cor. Usando a dualidade podemos formular o teorema em
forma de coloragao de vértices.

O problema demorou um século para ser resolvido. Em 1976, Appel, Haken e Koch,
com o auxilio de 1200 horas do computador mais rapido de sua época, executando
mais do que 10! operacoes computacionais, provaram o teorema. Embora a teoria
envolvida seja profunda muitos consideram esta “a mais feia prova da matematica”.
Em 1852, Frederick Guthrie, aluno de Augustus de Morgan, trouxe a este um
problema proposto por seu irmao Francis Guthrie.

O teorema das quatro cores é um teorema de formulacao e conceitualizagao
simples, mas de demonstracao bem complexa.

Teorema 5.5 (Teorema das 4 cores formulagao): Num grafo planar G tem-se
que x(G) < 4.

Demonstragao. Pode ser encontrado em [17].
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Lema 5.1: Num grafo planar ha pelo menos um vértice com grau menor ou igual a
5.

Demonstragao. Sabemos que > d(v) = 2.m. Vamos supor que d(v) > 5, Vv €
veV (Q)
V. Sendo v nimero de vértices de G, temos

6.n < > d(v)=2m.
veV (G)

Mas ja mostramos que em todo grafo planar vale m < 3.n - 6. Entao, 2m <
6.n - 12, o que nos da

6n < 6.n- 12,

que ¢é impossivel. Logo, em todo grafo planar existe um vértice com grau

menor ou igual a 5. ]

5.5 K-colorizavel

Na Teoria dos Grafos, quando queremos colorir os vértices de um grafo, atribuimos
nimeros ou outro simbolo qualquer a cada um deles. De maneira geral, se podemos
utilizar k cores, niimeros ou smbolos para colorir os vértices de um grafo G, dizemos
que temos uma k-coloracao de G. Se as cores de vértices adjacentes sao sempre
diferentes dizemos que a coloracao é propria e, ainda, se o grafo admitir uma
coloragao-k propria, ele é chamado k-colorizavel. Vale observar que o nimero k se
refere a quantidade de cores disponiveis, isso nao significa que todas elas devam ser
utilizadas. Por exemplo, se um grafo é 6-colorizavel, também sera 7-colorizavel, pois
podemos acrescentar a sétima opg¢ao ao nosso conjunto de cores disponiveis mesmo
que nao a utilizemos.

Teorema 5.6 (Teorema das 5 cores): Se G é um grafo planar, entdao y(G) < 5.

Demonstracao. Para grafos com cinco ou menos vértices, o teorema é obviamente
valido, ja que podemos atribuir a cada vértice uma cor diferente.

Hipotese de inducao: Vamos supor que o resultado seja valido para os grafos
com n vértices.

Considere um grafo planar G com n + 1 vértices. Pelo Lema 6.1, G contém
um vértice v com grau menor ou igual a 5. Considere G’ = G - v. Repare que G’
também é planar e possui n vértices. Usando nossa hipétese de inducao, G’ pode
ser colorido com 5 cores. Agora queremos estender essa coloragao a G, colorindo
o vértice v. Se, entre os vizinhos de v, foram utilizadas apenas 4 cores diferentes,
isto significa que disponibilizamos de uma quinta cor para atribuir a v, tornando
G 5-colorizavel.

Se o grau do vértice v é d(v) = 5 e seus 5 vizinhos possuem cores diferentes,
nao temos como associar uma cor a v, pois, com apenas 5 cores, a cor de v
necessariamente sera igual a de algum de seus vizinhos. Dessa maneira, para
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atribuirmos uma cor ao vértice v que nao seja a mesma de seus vizinhos, deveremos
recolorir alguns vértices.

Suponhamos que todo vértice de G, exceto v, esteja colorido com os elementos
do conjunto 1, 2, 3, 4, 5, que vamos chamar de cores. Vamos supor ainda que
cada vizinho de v esteja colorido com uma cor diferente dentre as disponiveis.
Sejam uy, ug, us, g, us 08 vértices adjacentes a v e, sem perda de generalidade,
vamos considerar que u; esteja colorido com a cor 1, us com a cor 2 e assim por
diante. Além disso, por questao de organizagao, vamos considerar os vizinhos de
v ordenados em sentido horario, conforme ilustrado na abaixo.

Figura 5.7: Vértice v e seus vizinhos, [6].

Podemos trocar a cor de um dos vizinhos de v. Podemos mudar, por exemplo,
a cor de u; de 1 para 3. Agora terifamos a cor 1 disponivel para colorirmos o
vértice v. O problema é que u; pode ter um vizinho que ja tenha a cor 3 e, nesse
caso, nao obterfamos uma coloracao propria para G.

Vamos entao tomar o subgrafo de G induzido por todos os vértices de cores 1
ou 3. Chamemos de H 3 esse subgrafo. Repare que os vértices u; e us estarao
em 3, mas nao sabemos se estdao na mesma componente. Se estiverem em
componentes separadas, nao ha caminho entre u; e uz e, assim, podemos permutar
as cores 1 e 3 na componente que contém u;. Isso nos daria uma coloragao propria
para G’ em que a cor 1 nao mais estaria entre os vizinhos de v e, assim, podeilamos
atribuir a v a cor 1.

Se uy e ug estiverem na mesma componente, a permuta entre as cores 1 e 3 nao
nos disponibiliza nenhuma cor para v. Entao, vamos proceder como anteriormente,
mas agora tentando recolorir uy com a cor 4. Tomemos Hj 4, subgrafo de G
induzido nos vértices de cor 2 ou cor 4. Se us e uy estiverem em componentes
separadas de Hj 4, podemos permutar as cores na componente em que esta us,
por exemplo. Essa coloracao modificada ainda é prépria de G’ e poderiamos
colorir v com a cor 2 obtendo, assim, uma 5-coloracao proépria para G.

O problema é que, tal como antes, talvez usy e u4 estejam na mesma componente
de Hy4. Nesse caso, a simples permuta das cores 2 e 4 ainda nao nos permite
uma coloragao prépria para G. Se us e uy estao na mesma componente, existe
uma caminho () de uy até uy, onde os vértices estao coloridos com as cores 2 e
4. Da mesma forma existe um caminho P entre u; e us com vértices coloridos
com as cores 1 e 3. Logo, P e () nao tém vértices em comum. Notemos que o
caminho P, acrescentado de v, nos dd um ciclo, com us na regiao interior e u4 na
regiao exterior ao ciclo, como mostra a figura 6.7. Assim, (), ao passar de us, na
regiao interior, para u4, na regiao exterior, cruzaria com P. Mas isso nao pode
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ocorrer, porque G é planar e, portanto, nao possui cruzamento de arestas. Logo,
us € uy estao em componentes separadas de Hy4 e, entao, podemos recolorir
a componente que contém uy, por exemplo, disponibilizando a cor 2 para que
possamos atribui-la ao vértice v, encontrando, assim, uma 5-coloragao prépria
para G, o que demonstra o teorema.

Figura 5.8: Se G é planar, P e () ndo se cruzam, [6].

5.6 Teorema de Kuratowski

5.6.1 Grafo nao planar minimal

Definicao 5.3: Um grafo nao planar minimal é um grafo nao planar G tal que
qualquer subgrafo proprio do G é planar.

Figura 5.9: Grafo ndo planar minimal, [16].

5.7 Subdivisao e Homeomorfismo

Definicao 5.4: Dado um Grafo G qualquer, se adicionarmos vértices a esse grafo
de forma que esses vértices sejam de grau dois, vamos obter um grafo G’ que sera
chamado de subdivisao de G. Um grafo G’ qualquer sera dito homeomorfo ao
grafo G se G’ puder ser obtido por G a partir sucessivas operacoes de subdivisao.

G G’

Figura 5.10: Representagao de subdivisao e homeomorfismo, [7].
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5.8 Contracao de aresta

Definigao 5.5: Seja G um grafo e e uma aresta de G com e = xy (vértices da
aresta e). Suponha w um ponto que nao é vértice de G. A contracao da aresta e em
G’ (notagao G/e) é um grafo obtido por:

1. Remocao da aresta e,

2. Remocao dos vértices z e y com substituicao por w,

3. O vértice w é vizinho aos vizinhos de z e aos vizinhos de y

Figura 5.11: Exemplo de contracao da aresta e, [20].

5.9 Menores

Definicao 5.6: Um grafo H é chamado de menor de um grafo G quando esse é
obtido de G por sucessivas operacoes de reducao dos seguintes tipos:

1. eliminagao de arestas,
2. contracao de aresta,

3. exclusdo de um vértice isolado.

Todo grafo que é isomorfo a um menor de G é também chamado um menor de G

5.10 2-Base

Seja ¢ o conjunto de arestas de G. O par (£4,4\) é um espago vetorial sobre o
corpo Zo = {0, 1}, sendo que a operagao A é a diferenca simétrica, definida por F}
AN Fy=(F1\ Fy) U (Fy \ F).

Assim, podemos ver um subconjunto de arestas F' de A como seu vetor caracte-
ristico X € {0,1}™, onde X/ = 1 se e somente se ¢; € F.
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Exemplo:

Figura 5.12: Grafo G.

Na figura 6.11 sao quatro arestas, portando m = 4 . Se o subconjunto de arestas
conter as arestas a e d, temos que X = (1, 0, 0, 1).

O subespaco (Cg, A) dos ciclos de G é dito o espago dos ciclos de G. Vamos
agora definir o que é um circuito fundamental. Seja G um grafo conexo e seja T a
arvore geradora de G. Um circuito fundamental de G' é um ciclo formado pela adi¢ao
de uma aresta de G a arvore geradora T.

Exemplo:
b
b
e
a c a
d d
(a) Figura 6.12.1: Grafo G. (b) Figura 6.12.2: Grafo T.

Podemos afirmar que se G tem m arestas e n nds, sabemos ainda que o niimero de
arestas da arvore geradora T'é n - 1. Entdlo hdm - (n- 1) = m - n + 1 circuitos
fundamentais. O conjunto B = {C, | e € A\ A(T)} dos circuitos fundamentais com
respeito a 7' é linearmente independente, isto é, se C' é o circuito fundamental de e
com respeito a , entao C' é o Unico destes circuitos fundamentais que contém e e,
portanto, nao pode ser gerado pelos demais circuitos de B. Vamos provar que B é
uma base de Cg.

Lema 5.2: Se T é uma arvore geradora de G e C, é o circuito fundamental de e
com respeito a T, para cada e ¢ A(G) \ A(T), entdo B ={C. | ec A\ A(T)} é
uma base de Cg

Demonstracao. Ja vimos que os elementos de B sao linearmente independentes.
Vamos provar que os elementos de B podem gerar qualquer ciclo H. Suponha que
A(H) ={ei,....6j,€j41,....e,} € suponha que ey,....e; € A(T),ej41,...,¢; ¢ A(T).
Seja F' = Ce,,,AC;,,,AC,,. O subgrafo ' C G é um ciclo e HAF = @. Isto &,
H = F. Portanto, H pode ser gerado por B.

m

Uma base B de Cy ¢é dita uma 2-base de G se cada aresta de G pertence a no
maximo 2 elementos de B. Se G é planar, entao G tem uma 2-base. Basta considerar
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uma imersao plana de G e tomar os circuitos dessa imersao, excluindo a face externa.
Note que, pela férmula de Euler, ha precisamente m - n + 1 tais circuitos.

Exemplo de 2 - base

b b
¢ c
j " j
d
e e
(a) Figura 6.13.1: Grafo G. (b) Figura 6.13.2: Arvore geradora T.
Ciclos de G Circuitos fundamentais
b
b
37 oﬁf 5’ c
f a a
0 d g -
b c b e
a f a
S q a f
e e
(c) Figura 6.13.3 Ciclos de G. (d) Figura 6.13.4 Circuitos fundamen-

tais.

Uma duas base de CG

(e) Figura 6.13.5 Uma duas base de Cg.

5.11 Dual Combinatorio

Um corte x de um grafo G' conexo é um conjunto de arestas de G tal que G, sem
as arestas de x, é desconexo. Seja Dg o conjunto dos cortes. O subespago (Dg, A)
de (eg,A\) gerado pelos cortes(também chamados de cociclos) de G é o espago dos
cociclos de G.

Além disso, temos que G° é um grafo formado pelos mesmos vértices de G.
Entretanto, dois vértices de G° sao adjacentes se, e s6 se, eles nao sao adjacentes em
G. Um par de grafos G e G° é um par dual combinatdério se existe uma bijecao
[A(G)—A(G) tal que C é um ciclo de G se, e somente se f(C') é um cociclo de G°.
Nesse caso, também dizemos que G° é um dual combinatério de G.
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5.12 Subgrafo de Kuratowski

Dado um grafo G, um subgrafo G de Kuratowski é um subgrafo que é uma
subdivisao de K5 ou de K333

Figura 5.15: Subgrafo de Kuratowski, [16].

Seja G um grafo. Diz-se que G é K-aresta conexo se, para todo S C A(G) e
|S|<K, o grafo G - S é conexo e possui pelo menos dois vértices.

Dado um grafo G qualquer. diz-se que G é K-conexo se, para todo S C V(G) e
|S| < K, o grafo G - S é conexo e possui pelo menos dois vértices.

Teorema 5.7 (Teorema): Se G é 3-conexo e |[V(G)| > 5, entdo G tem uma aresta
a tal que G/a é 3-conexo.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que o resultado nao vale. Entao para
toda aresta a = xy € A(G), tem-se que G /a (o grafo obtido de G pela contragao
da aresta a) é 2-conexo, Assim existe um conjunto S C V(G) com dois elementos
tal que G/a - S é desconexo.

Observe que a cardinalidade de S é sempre dois, caso contrario G nao seria
3-conexo, ou seja, G/a é sempre 2-conexo.

Além disso, o vértice v,, resultante da contragao de « pertence a S, caso
contrario, S seria subconjunto de V(G) e G - S seria desconexo (pois G é
3-conexo). Seja entdo z o vértice de S que nao € vy,

Observe que cada componente C de G/a - S é um subgrafo de G. Vamos
mostrar agora que cada componente de C estd ligada a todos os vértices de
{z,y,z} em G. Suponha que C nao estd ligada a t € {z,y,z}. Entao a remocao de
{z,y,2}\t desconecta C do resto do grafo G, o que contradiz sua 3- conexidade.
Logo C estd ligada a todos os vértices em {z,y,z}.

Considere o € A(G) e S’ conjunto separador em G/q, isto é, S C V(G /a) e
G/a - S’ é desconexo, tais que a cardinalidade do menor componente de G/« - S’
¢ a menor possivel. Seja G’ = G/a.

Seja C o menor componente conexo de G’ - S’. Seja também v € V(C) um
vizinho de zem G’ e § = vz

Vamos mostrar que C possui ao menos dois vértices. Suponha que nao e
considere o grafo G/f. Como G/f é 2, sabemos que Sg C V(G), |Ss| =2 e
(G/B) - (S3) é desconexo. Isso significa que o conjunto (SzUz)/ vs é separador
em G, contradizendo sua 3-conexidade. Logo C possui pelo menos dois vértices.
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Observe agora que, como G/ é 2-conexo, sabemos que hd um w € V(G)
tal que S = {v, z, w} é desconexo G. Observe que todo componente de G/f esté
conectado a v em G. Mas entdo qualquer componente de G/ que nao contém x
(e consequentemente nao contém y, pois x e y sao vizinhos) esta propriamente
contido em C, pois deve ser vizinho de v. Isso contradiz a escolha de «, pois G’ é
a menor componente conexo.

Figura 5.16: Exemplo de configuragao das componentes conexos de G,
20].

]

Lema 5.3: Sejam G um grafo e e uma aresta qualquer de G. Se G/e contém uma
subdivisao de K5 ou de K33 , entao G também contém uma subdivisao de K5 ou de
K373.

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que G é conexo. Sejam
e = xy e z o vértice obtido pela contracao da aresta e. Seja H uma subdivisao de
K5 ou a K33 contida em G/e. Se z ¢ V(H), entdao H é uma subdivisao de K5 ou
a K33 contida em G. Suponha entao que z € V(H).

Seja H” um subgrafo de G tal que H'/e = H. Se z tem grau 1 ou 2 em H,
entao claramente H’ contém uma subdivisao de K5 ou a K33. Podemos entao
assumir que o grau de z em H é pelo menos 3. Se x ou y tem grau 2 em H’, entao
H’ tem uma subdivisao de K5 ou K3 3. Suponha agora que o grau de x e o grau
de y sao maiores ou iguais a 3 em H’. Note que H nao pode ter uma subdivisao
de K33, mas sim de K5. Consequentemente, H’ tem uma subdivisao de H.

]

Teorema 5.8 (Teorema de Kuratowski): Um grafo é planar se e somente se G
nao contém uma subdivisao de K5 ou a K33

Demonstragao. Provaremos por indugao em n = |V(G)| que se G nao contém
uma subdivisao de K5 ou a K33 entao G é planar. A reciproca ¢ imediata. Como
K5 - e é planar para qualquer aresta e (pois K5 é maximal nao planar) em Kj ,
a afirmacao é verdadeira se n < 5. E importante lembrar que K5 - e é o grafo
K5 sem a aresta e. Suponha entao que G tem n > 6 vértices e que a afirmacao é
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verdadeira para grafos com menos de n vértices. Dividimos a prova em dois casos
dependendo se G é ou nao 3-conexo.

Suponha que G nao é 3-conexo. E imediato que um grafo é planar se, e
somente, se cada um de seus blocos (subgrafo 2-conexo, isto é, sem vértice de
corte, com o maior nimero de vérices possivel) é planar. Podemos entao assumir
que G seja 2-conexo. Neste caso, G tem um par-separador {z,y}.

Sejam H; uma componente de G - {z,y} e Hy = G - {z,y} - V(H;). Tome
G1=G-V(H;) e Gy = G- V(H,). Claramente G; e G5 tém menos vértices do
que G, e também nao contém subdivisoes de K5 e nem de K33, pois G nao tem
subdivisoes de K5 ou K33. Logo, pela hipétese de inducao, Gy e G5 sao planares.
Basta, se necessario, desenhar cada grafo em uma esfera. Depois, fazer a projecao
estereografica com o norte em um ponto da aresta xy, conforme ilustrado abaixo.

;// 1 ‘.H.\\\
I \.\ \ \!
\ x N\
A NN
-~ § Yy ___}\\H
QR

Figura 5.17: Projecao estereografica, [16].

Estas duas imersoes planas podem ser acopladas em x e y de modo a produzir
uma imersao plana de G. Portanto, G ¢é planar.

Suponha entao que G é 3-conexo. Pelo teorema 1 concluimos que G tem uma
aresta e = xy tal que G/e é 3-conexo. Seja z o vértice obtido indentificando-se os
vértices x e y. Pela contrapositiva do lema 1, G/e nao contém uma subdivisao de
K5 e nem de K33 e, portanto, pela hipétese de indugao, G/e é planar. Considere
uma aplicagao injetiva que preserva as relagoes de adjacéncia de G/e e o subgrafo
G =G/e- z

Seja F' a face do grafo plano G’ tal que a imagem de z, pela imersao, esta
contida na dentro da face F e seja C o circuito facial que é a fronteira da face F.
E imediato que todos os vizinhos de x ou y, exceto eles proprios, devem pertencer
a C. Sejam x1 , x5 , ... , 2} 0s vizinhos de x que ocorrem em C em ordem ciclica,
e seja I; o caminho em C de z; a x;11 em que (zx41 = 27 ndo contém nenhum z;
, com j ¢ {iji+ 1}. Se um destes caminhos,do circuito facial ¢, contém todos os
vizinhos de y diferentes de x, entao uma imersao plana de G pode ser obtida a
partir da imersao de G/e, donde segue que G é planar.
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/

/

r4
Ny
Ixj

Figura 5.18: Caso planar, [20].

Analisemos entao o caso em que nem todos os vizinhos de y, exceto x, estao
contidos em um tnico dos caminhos P;. Como y tem 3 ou mais vizinhos incluindo
x, ha 3 possibilidades:

(a) y tem 3 ou mais vizinhos em {z1, z, ..., T} };

Figura 5.19: Caso (a), [20].

(b) y tem um vizinho em algum P; e um vizinho que néao pertence a P;

- ]\/D—C\Gl\

Figura 5.20: Caso (b), [20].
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(c) y tem 2 vizinhos x; e x; tais que |i - j| # 1;

Figura 5.21: Caso (c), [20].

No caso (a) o subgrafo de G induzido pelos vértices de C juntamente com x e
y contém uma subdivisao de K.

Ry
Figura 5.22: Contém uma subdivisao de K.

No caso (b) , o subgrafo de G induzido pelos vértices de C juntamente com x
e y contém uma subdivisao de K33

Figura 5.23: Contém uma subdivisao de K3 3.

No caso (c), o subgrafo de G induzido pelos vértices de C juntamente com x e
y contém uma subdivisao de K33

Figura 5.24: Contém uma subdivisao de K3 3.



Capitulo 5. Grafos Planares 40

5.13 Mais alguns critérios de caracterizacao de
grafos planares

O Teorema de Kuratowski é um resultado de caracterizacao de grafos planares.
A seguir, apresentaremos mais trés teoremas que caracterizam os grafos planares.

Teorema 5.9 (Teorema de Wagner): Um grafo G é planar se, e somente se, G
nao contém Ks nem K33 como menores.

Demonstrag¢ao. Pode ser encontrado em [19].
O]

Corolario 5.1 (Teorema de MacLane): Um grafo é planar se, e somente se, tem
uma 2-base.

Demonstragao. Pode ser encontrado em [2] e [9].
[l

Teorema 5.10 (Teorema de Whitney): Um grafo é planar se, e somente se, tem
um dual combinatério.

Demonstragao. Pode ser encontrado em [2] e [9].
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