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Ry razao de reprodutibilidade basal;

R numero (proporgao) de individuos recuperados de uma doenga em determinada
populacao;

S numero (propor¢ao) de individuos suscetiveis & uma doenga em determinada
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Resumo

SILVA, Nicolly Ramalho, Lic., Universidade Federal de Vicosa, dezembro de 2018.
Modelos Epidemiolégicos SIR, Continuo com Estratégias de Vacinagao
como Método de Controle Epidémico. Orientador: Mehran Sabeti.

O estudo de doencas infecciosas é muito importante para que se encontre medi-
das preventivas, de controle e até mesmo erradicacao de doencas. Neste trabalho
estudamos a aplicacoes da dinamica de vacinacao nos modelos matematicos epidemi-
olégicos continuos SIR, baseando- se na divisao da populagao em compartimentos:
sadios, infectados e recuperados, em que cada populagao é descrita por uma equagao
diferencial nao linear de primeira ordem. Realizou-se uma andlise qualitativa das
equagoes diferenciais desse modelo, através da observacao da estabilidade dos pontos

de equilibrio do sistema, reinterpretando esses resultados biologicamente.



Abstract

SILVA, Nicolly Ramalho, Universidade Federal de Vigosa, December, 2018. SIR. Epi-
demiological Models, Continuous with Vaccination Strategies as Method
of Epidemic Control. Adviser: Mehran Sabeti.

The study of infectious diseases is very important so that preventive measures, control
and even disease eradication can be found. In this work we study the applications of
the vaccination dynamics in the epidemiological mathematical models continuous
SIR, based on the division of the population into compartments: healthy, infected and
recovered, in which each population is described by a first-order nonlinear differential
equation. A qualitative analysis of the differential equations of this model was carried
out by observing the stability of the equilibrium points of the system, reinterpreting

these results biologically.
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Introducao

A Matematica Aplicada é um ramo da Matematica caracterizada por utilizar
conhecimentos dessa area em outros dominios, contribuindo para o avanco em
varios campos como a Fisica, a Quimica, a Biologia e a Astrofisica entre outros
[1]. Conjectura-se que todas ciéncias sdo empiricas e tedricas ao mesmo tempo,
pois ¢ através da busca de verdades a partir de indicagoes empiricas que se busca
uma lei de formagao, ou seja, uma formulagao de problemas e hipdtese que serao
testados e avaliados, tornando-se entao um conhecimento cientifico [4]. Partindo
desse pressuposto podemos definir Modelo Matematico um conjunto de simbolos e
linguagens matematicas que representam um objeto ou fato estudado; observamos
o potencial da modelagem matemaética para a ciéncia e para solucao de situagoes
problemas do cotidiano social.

H& muito tempo, uma das maiores apreensoes da humanidade sao as doencas
infecciosas, em geral as doencas que causam grande ntimero de mortos. A partir da
descoberta dessas doencas infecciosas comegou um estudo sobre suas caracteristicas,
afim de aplicar medidas de controle; a modelagem matematica em Epidemiologia é
um instrumento que auxilia neste processo [10)].

Neste estudo foi analisado a dinamica de vacinacao nos modelos matematicos
epidemiologicos SIR em tempo continuo, em que a populacao é dividida em compar-
timentos: sadios, infectados e recuperados; sendo cada um desses compartimentos
descritos uma equagao diferencial ordinaria. O objetivo é descrever o comportamento
de cada populacao ao longo do tempo através de andlises qualitativas do sistema de
equacoes diferenciais, em que trataremos de estabilidades dos pontos de equilibrio.
Estudamos trés modelos mateméaticos SIR: com dinamica vital e sem campanha
de vacinagao, com campanha de vacinagao constante e, por fim, com campanha da
vacinagao em pulso.Realizado o estudo de cada modelo, é feito uma apanhado geral
sobre os resultados obtidos e quais implicagoes cada um reflete na sociedade.



2

Modelagem Matematica no Estudo de
Epidemias

Nesse capitulo apresentamos alguns conceitos basicos sobre epidemiologia, que
auxiliarao na compreensao do trabalho. Relatamos um breve histérico da origem da
Epidemiologia Matematica e da Vacinagao, posteriormente comentamos sobre alguns
modelos matematicos epidemioldgicos cléssicos, como o SI(Suscetivel-Infectado),
SIS(Suscetivel-Infectado-Suscetivel) e SIR(Suscetivel-Infectado-Recuperado), sendo
este 1ltimo nosso objetivo de estudo.

2.1 Conceitos Basicos de Epidemiologia

Epidemia é considerada um fenomeno que altera uma ou mais caracteristicas de
um grupo significativo de pessoas, e essas alteracoes comumente relacionam- se a
doencas, portanto os virus, bactérias ou outros microrganismos sao os responsaveis
pelas epidemias.

Os surtos de doencas estao presentes desde inicio da histéria da sociedade, porém,
¢ no periodo de transicao do Feudalismo para o Mercantilismo em que as epidemias
com altos indices de mortalidade surgem. Um exemplo de epidemia devastadora
foi a Peste Negra do século XIV, atingindo paises europeus. Esses surtos diferem
em suas caracteristicas das nao epidemias, pois uma doenca ser ou nao epidémica
nao diz respeito apenas as caracteristicas desta enfermidade, mas relacdo com um
conjunto de circunstancias que existem em um lugar, e em um tempo determinado.
Assim através de estudos dessas patologias, verificou-se que para haver epidemia
existiam causas sociais, economicas e politicas maiores que implicacoes biolégicas e
fisicas. Dessa maneira esses surtos epidémicos podem ser considerados como uma
manifestacao de desarranjos sociais e culturais, apontando falhas no ambito politico
e social, e afetando principalmente as minorias sociais. Com isso, sao necessarias
medidas de intervencao de epidemias.

Os individuos sao considerados como entidades tnicas, por exemplo pode-se citar
os seres humanos, os animais e também ¢é possivel que essas entidades sejam seres
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nao vivos, como maquinas e computadores. A interacao desses individuos com o
meio é chamada de Sistema Epidemioldgico. A palavra Epidemiologia origina-se
do grego, significa: estudo sobre populagao, sendo considerada uma ciéncia que
estuda de forma quantitativa os fenomenos de doencas nas populacoes humanas,
considerando os fatores determinantes e que condicionam as doencas, dessa maneira
estuda a natureza, as causas, o controle, a frequéncia e o padrao dos eventos que
envolvem o processo sauide-doenca em uma dada populacao. A Epidemiologia nos
dois ultimos séculos, XX e XXI, respectivamente, avancou de forma significativa,
gracas aos progressos em algumas areas biolégicas, como biologia celular, biologia
molecular imunologia dentre outras. Esse avanco é notério na Europa e na América
do Norte, onde houve uma diminuicao nas taxas de mortalidade e o aumento da
expectativa de vida, que era de 25-30 em 1700, e passou para 70-75 anos a partir de
1970 [3].

Devido a importancia desse assunto, surgiu dentro dessa ciéncia uma area deno-
minada Epidemiologia Matematica, em que varios pesquisadores vém desenvolvendo
estudos e modelos matematicos que descrevam as epidemias, de forma a contribuir
para compreensao e controle das doencas-infecciosas.

2.2 Epidemiologias Matematicas

Quando uma doenca se espalha muito rapido em um curto periodo de tempo,
ela recebe o nome de Epidemia. As epidemias sao uma das grandes preocupagoes
da populacao desde a Antiguidade. Pode- se destacar uma doenca que causou um
grande impacto em um determinado periodo da historia: Peste Negra, sendo uma
das maiores epidemias ja registradas, que atingiu um terco da populagao europeia
do século XIV. Outros exemplos de epidemias que ocorreram no mundo e causaram
muitos desastres sao: Colera, Sarampo, Tuberculose, Variola, Gripe Espanhola,
dentre outras.

A partir da ocorréncia de eventos epidémicos, comecaram a surgir estudos sobre as
caracteristicas dessas doencas, as formas de contaminacao e também sobre o controle
das mesmas. Sendo assim, surgiu como ferramenta para este estudo a Modelagem
Matematica. Esta baseia-se em descrever situagoes reais matematicamente, através
de modelos matematicos, e depois de feita uma andlise desses modelos, é possivel
reinterpretar os resultados e aplica-los na situacao real; dessa maneira pode se obter
informagoes de grande relevancia sobre determinada doenca.

A area da Epidemiologia denominada modelagem matematica em Epidemiologia
atém-se a descrever quantitativamente os fenomenos epidémicos através de equacoes
que relaciona a interacao da populacao com o ambiente, e a partir desse estudo
fornecer dados epidemiolégicos e estatisticos sobre os parametros envolvidos, como
exemplo a taxa de contato, for¢a de infecao e reprodutibilidade basal[l5]. Esta
area é de grande importancia, pois quanto mais se sabe das caracteristicas das
doencas epidémicas, mais realisticos sao os modelos matematicos e assim havera
resultados eficazes para impedir a transmissao e até para realizacao de procedimentos
preventivos, como por exemplo, campanhas de vacinagao.
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Situagao real Modelo Matematico

Figura 2.1: Formulacao de modelos matematicos

Os principais termos epidemiolégicos utilizados nesta monografia sao:

Hospedeiro: é o homem ou outro animal vivo, inclusive aves e artropodes, que ofe-
reca, em condigoes naturais, subsisténcia ou alojamento a um agente infeccioso.

Infecgao: ¢é caracterizada por uma invasao ao organismo por microrganismos estran-
geiros, desenvolvendo- se e multiplicando podendo causar ou nao doencgas. A
invasao no organismo vivo desencadeia no hospedeiro uma série de reacoes no
sistema imunoldgico.

Epidemia: ¢é a alteracao de uma ou mais caracteristicas em um nimero significativo
de individuos de uma populacao.

Incidéncia: medidas de frequéncia de ocorréncia novos casos de determinada doenca
que surgem em uma populacao em um determinado intervalo de tempo.

Coeficiente de morbidade: Medida de ocorréncia da doenca em uma populacao,
em um determinado local e durante um intervalo de tempo especifico.

Imunidade: é o estado de resisténcia, geralmente associado a presenca de anticorpos
que possuem agao especifica sobre o microrganismo responsavel por determinada
doenca infecciosa ou sobre suas toxinas.

Coeficiente de mortalidade: Medida da ocorréncia de ébitos em uma populagao
durante um intervalo de tempo especifico. Neste estudo considera os obtidos
por todas as causas, dessa maneira o coeficiente de mortalidade é também
chamado de taxa de mortalidade.

Periodo de Incubagao: Intervalo de tempo entre o momento de infecao e o apare-
cimento dos primeiros sintomas de doenca no hospedeiro.

Periodo latente: Periodo na evolucao clinica de uma doenca parasitaria, no qual
o virus replica-se no interior das células do individuo que foram parasitadas.
Compreende-se como o momento de infecao e a existéncia material de infecao
no organismo do individuo suscetivel, que ainda nao apresenta sintomas da
doenga.

Periodo de Infecgao: periodo posterior ao periodo de incubacao no qual o indivi-
duo infectado é capaz de infectar um hospedeiro suscetivel.
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Removido/ Recuperado: o individuo retirado da interacao suscetivel- infectado
a partir da recuperacao, com imunidade temporaria ou permanente, por isola-
mento, até obter a cura e a imunidade, ou entao por morte.

Suscetivel: Hospedeiro que nao possui resisténcia suficiente contra um determinado
agente patogeno, que o proteja da doenca caso entre em contato com tal agente,
podendo assim se tornar infectado.

Taxa de contato: medida da ocorréncia de encontro entre individuos suscetiveis e
infectados.

Transmissao: procedimento pelo qual um virus passa de uma fonte de infecao
para um novo hospedeiro.

Vacina: Preparacao contendo microrganismos vivos, mortos ou fragoes deles, sao
aplicadas nos individuos com a finalidade de induzir a imunidade contra a
determinada doenca.

Transmissao direta (contdgio): mecanismo de transferéncia de um determinando
agente causador (virus, protozodrios, bactérias, etc.), sem interferéncia de
veiculos.

Transmissao indireta: mecanismo de transferéncia de um determinado agente
causador por meio de um veiculo ou hospedeiro intermediario. Levando o
agente infeccioso percorrer toda ou parte da distancia que separa o individuo
infectado do suscetivel.

Viremia: presenca de virus no sangue.
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2.3 Breve Histérico da Epidemiologia

Devido as consequéncias desastrosas causadas pe-
las epidemias na populagao, principalmente a mor-
talidade humana, surgiu o interesse pelo estudo. O
primeiro registro encontra-se na obra Epidemia de
Hipécrates (458-377 a.C). Neste estudo, Hipéerates
analisou a doenca, relacionando o individuo com o
ambiente.

Um marco da utilizagdo da matematica como fer-
ramenta de estudo e de compreensao das doencas
infecciosas foi o trabalho realizado por Daniel Ber-
noulli (1700-1782) intitulado: “Essai d” une nouvelle
analyse de la mortalité causée par la petice verole,
et des advantages de I'inoculation pour la prevenir”:
"Teste de uma nova andlise da mortalidade causada
pela variola, e vantagens da inoculagao para preveni-
la”. Esta obra foi publicada em 1760, sendo este
estudo uma nova analise da mortalidade causada pela
variola, e dos beneficios da inoculagao para prevenir a
doenca; dessa maneira o maior objetivo de Bernoulli
era de influenciar a politica de satude publica.

Quem primeiro utilizou modelos matematicos para
concepcao de um processo foi o economista e deméd-
grafo inglés Thomas Robert Malthus (1766- 1834),
publicando em 1798 o livro “Um ensaio sobre o prin-
cipio da populacao na medida em que afeta o me-
lhoramento futuro da sociedade, com notas sobre
especulacao de Mr. Godwin, M. Condorcet e outros
escritores”, escrevendo sobre o futuro da humanidade
e o crescimento populacional através da utilizagao
de modelos matematicos, afirmando que populagoes
humanas tem seu crescimento descrito por progressao
geométrica. Neste modelo, Malthus estabeleceu que
a capacidade de crescimento da populacao é indefini-
damente maior que a capacidade da terra de produzir
alimento; vinculado a isto estao os problemas cen-
trais estudados por ele: crescimento da populagao,
os meios de subsisténcia e as causas da pobreza em
plena Revolugao Industrial. Passados quase 110 anos,
os cientistas W.H.Hamer e Sir Ronald Ross investi-
garam a transmissao de doencas infecciosas a partir
de simples modelos matemaéticos.

W.H.Hamer, em 1906, postulou que o desenvolvi-

Figura 2.4: Thomas
Malthus.

Figura 2.5: Ronal Ross.
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mento de uma epidemia estd vinculada a fatores como
o nimero de individuos nao infectados(suscetiveis), o nimero de infectados e a taxa
de contato dos suscetiveis e infectados. Esses conceitos resultaram em um dos termos
mais importantes em epidemiologia matematica, conhecido com principio de agao de
massa. Este principio afirma que a taxa de transmissao da doenca é proporcional
ao produto da densidade de individuos suscetiveis e infectados, e originalmente foi
formulado em um modelo com tempo discreto, porém Ronald Ross mudou-o para
o modelo de maldria com tempo continuo. A diferenca entre o tempo continuo e
discreto em resumo diz respeito a variagao de um tempo para outro, ou seja, se
obedece as leis de continuidade ou se trata de variacoes de tempo em intervalos
especificos (tempo discreto).

Ronald Ross durante seu estudo sobre a dinamica
de transmissao da malaria elaborou a hipétese de que
existia um valor limite de densidade de mosquitos
abaixo do valor no qual ocorreria a extin¢ao natural
da malaria. Essa hipotese pode ter sido a precursora
do Teorema do Limiar, proposto por Kermack (1898-
1970) e McKendrick (1876-1943) em 1927, que diz que
ha uma densidade critica de individuos suscetiveis,
abaixo do qual a introducao de casos infecciosos em
uma comunidade nao provoca uma epidemia. Os fato-
res que tal densidade limiar depende sao infectividade,

recuperacao da doenca e taxa de mortalidade relativa
a doenga. Soper (1893-1977), em 1929, aprofundou Figura 2.6: McKendrick.
no estudo da periocidade das epidemias embasado
nas teorias de Ross e Hamer.

Em meados da década de 30 do século XX, Ker-
mack e Mckendrick publicaram artigos nos quais re-
lataram a dinamica de transmissao de uma doenca
através de sistema de equacoes diferenciais, e intro-
duziram também matematicamente o conceito de va-
cinacao e imunidade. Este trabalho demonstrou que
nao ¢ necessario a erradicagao total da doenca para
a controle da doenca, ou seja, basta serem aplicadas

medidas em um determinado percentual da popula-
¢ao. Essa teoria foi aplicada para extinguir a variola, .
em 1970: a vacinacao de aproximadamente 80 por Figura 2.7: Kermack.
cento de toda populacao mundial foi suficiente para
a erradicacao do virus.

Outros estudos foram acrescentados ao longo do tempo, em destaque pode-se citar
o trabalho realizado por Whiter em 1955, que estendeu a teoria do valor limiar a partir
da extensao desse conceito para modelos deterministicos mais complexos. Em 1986,
Anderson e May mostraram o quao importante é a heterogeneidade na transmissao

das infecgoes no trabalho denominado “The invasion, persistence and spread of



Capitulo 2. Modelagem Matemdtica no Estudo de Epidemias 8

infectious diseases within animal and plant comunities”: “A invasao, persisténcia e
disseminacao de doencas infecciosas em comunidades de animais e plantas”, marcando
avancos significativos na Epidemiologia Matematica.

2.4 Vacinacao

As doencas infecciosas podem causar grandes desastres sociais, portanto um
dos objetivos dos pesquisadores de epidemias é buscar ferramentas para controlar a
propagacao da infecc@ao, com intuito de erradicar a doenca. Assim, a vacinacao serve
como método de controle de epidemias.

A origem da vacinagao se deu através de uma grande epidemia que acometeu
varios paises, conhecida como variola. A variola foi a primeira doenca infecciosa que
foi erradicada com a vacinagao; segundo o Ministério da Satde [13]. No século XVIII,
cerca de sessenta milhoes de pessoas foram vitimas da variola apenas na Europa.
Essa doenca viral era altamente contagiosa, caracterizada por febre, vomitos, dores
nas costas, fadiga severa, deixando cicatrizes pelo corpo e em muitos casos levando
os individuos infectados a 6bito. A partir desses grandes desastres provocados pela
variola, paises do Ocidente buscaram maneiras para controlar essa situacao e foi
através da esposa do embaixador inglés de Constantinopla, lady Montagu, também
infectada pela variola, que utilizou em seus filhos uma pratica conhecida como
“variolizacao” ja utilizada a mil anos no Oriente [13]. Essa pratica consistia em retirar
um pequeno tumor da pele de pessoas infectadas e inserir na pele de pessoas sas; com
essa pratica, as pessoas adquiriam de forma mais branda a doenca, porém em muitas
situagoes apareciam cicatrizes no rosto e corpo das pessoas que se submetiam a tais
praticas. A partir da pratica realizada por Montagu, no século XVIII a variolizacao
se estendeu por todo o Ocidente. Em 1749 nasceu em Berkeley, Inglaterra, o homem
que revolucionou a vacinacao: Edward Jenner, que quando crianga foi acometido
pela variola e passou pelo processo de variolizagao, e este procedimento o chamou
muito atencao, e quando adulto decidiu estudar medicina. Na regiao de Berkeley,
frequentemente o gado era acometido com uma doenga com caracteristicas muito
semelhantes a variola nome originario de cowpox (variola bovina) e era observado
que as pessoas que adquiriam essa doenca ficavam protegidas da variola humana
(smallpox).

Edward curioso com o fato de pessoas que contraiam a variola bovina nao
contrairem a variola humana, estudou e observou varios casos por muitos anos, até
que em maio de 1796, realizou sua primeira experiéncia humana. Sara Nelmes havia
contraido a variola bovina, pois ordenhava vacas doentes, dessa maneira o médico
Edward extraiu o pus da mao de Sara e introduziu no brago de um menino de apenas
oito anos, chamado Jacobo Phipps, que contraiu a doenga de forma branda [13].
Passadas seis semanas de tal experiéncia, o médico introduziu desta vez o pus da
variola humana no garoto, e percebeu que Jacobo nao contraiu a doenca, a partir
dessa descoberta, Edward Jenner realizou mais trés experiéncias bem sucedidas,
e entao comunicou 1798 ao Royal Society, de Londres, em que era membro. No
primeiro momento a descoberta de Edward sofreu resisténcia e por isso ele publicou
por conta prépria sua descoberta, que ao longo do tempo se difundiu por todo mundo
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e cerca de duzentos anos depois de sua publicagao a Organizagao Mundial da Saide
declarou a erradicacao da variola no planeta Terra. Foi a partir da erradicacao
da variola, que o método descoberto por Edward recebeu o nome de vacina, que é
utilizado em todos os idiomas, originado da palavra variola. Segundo o Ministério
da Saude do Brasil, vacina pode ser definida como substancia biolégica preparada
a partir de virus ou bactérias que causam doencas infecciosas, de forma que esses
microrganismos sao enfraquecidos e se tornam incapazes de provocar a doenga. Sao
introduzidas quantidades especificas de microorganismos no organismo humano na
forma de vacina, afim de que se produza anticorpos que eliminem esses virus e
bactérias tornando individuo imune a determinada doenga humana. Na figura 2.8
mostra as propagandas de vacinagao contra a variola na Somalia, demonstrando o
incetivo da Organizacao Mundial da Satide em imunizar a populacao.
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Figura 2.8: Erradicacao da Variola na Somadlia.Depois da desco-
berta da vacinacao em 1796, ela se espalhou por todo o mundo ao longo
das décadas. Porém apesar dessa disseminacao da imunizagao, a epidemia
varidlica permaneceu em varias areas, sendo endémica no sul da América,
na Africa,na India e na Indonésia em 1996. Mas depois que o programa de
erradicagao da variola da Organizagdo Mundial da Satde (OMS) iniciou,
a incidéncia da doenca diminuiu constantemente até a erradicagao. [“Re-
printed from Centers for Disease Control HHS Publication No. JCDC)
87-8400”, by Herbert W. Hethcote, figur 8, p. 614, 2000][7].
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2.4.1 Vacinacao no Brasil

No Brasil também houve casos de variola, sendo trazida pelos portugueses e
africanos no periodo de colonizacao. Desde o século XVIII ja havia a vacinacao no
territério brasileiro, porém nao era bem praticada e também havia grande rejeicao
da populacao. Segundo o artigo “Vacinagao, variola e uma cultura da imunizagao no
Brasil” de Gilberto Hochman [8], “[...] No século XIX a doenga esteve no auge de
surtos, e em 1989, com a instauragao da Repiiblica e a modernizacao da civilizacao,
iniciou-se o processo de campanhas sanitarias lideradas pelo médico Oswaldo Cruz
(fundador do Instituto Oswaldo Cruz), visto que as epidemias de febre amarela e
variola prejudicavam o comércio internacional, a vida economica e social, a imigracao
e outros processos civilizatérios”. Em 1904 Oswaldo Cruz apresentou um projeto ao
Congresso Nacional que implantasse a obrigatoriedade de vacinacao e revacinacgao,
sendo esta aprovada nesse mesmo ano. Essa lei foi um marco na histéria brasileira
e culminou grandes revoltas, em que houve grande resisténcia da populagao, essas
oposicoes gerando no Rio de Janeiro “Revolta da Vacina”, porém apesar dessa revolta
pouco tempo depois nao se registrou casos de resisténcia, e a partir desse processo
a vacinacao se intensificou, nao apenas de variola, mas surgiram campanhas de
vacinacao publica de diversas doencas. Em 1988 com a Constituicao Federal que
garantiu saide (e a imunizacao) com deveres do Estado, fez com que aumentasse
a demanda e oferta de vacinas. Atualmente a vacinagao é um processo obrigatério,
simples e culturalmente aceito, e vé- se a grande necessidade e importancia de tal
pratica.

2.4.2 Vacinacao como estratégia de controle epidémico

A vacinacao normalmente é usada como medida preventiva destinada a parcela
da populagao, agindo de forma a imunizar essa parcela, ou seja, fazer com que as
pessoas suscetiveis a determinada doenga se tornem recuperadas (imunes) a ela.
Dessa maneira modelar matematicamente as campanhas de vacinacao sao uma
estratégia, pois é possivel otimizar os recursos limitados ou apenas gerir de forma
mais eficiente essas medidas estratégicas [3]. Os modelos utilizados para descrever
a vacinacao de uma certa populacao dependem de varios fatores, em especial das
caracteristicas da epidemia e do hospedeiro. E importante ressaltar, que para a
imunidade da doencga é necesséario conhecer o tipo de parasita, seja ele virus, bactérias
ou protozoarios, pois ha variagoes dos padroes epidemioldgicos observados para
diferentes corpos estranhos ao organismo [3]. Porém nao aprofundaremos nesse
aspecto neste estudo. Para exemplificar uma doenca viral, que além de comum, é um
dos tipos de doengas infeciosas mais associadas & mortalidade humana [23], a figura
grafica 2.8 que representa o esquema do aumento de anticorpos virais apds a primeira
exposicao do hospedeiro a infeccao, “ Ilustragao esquematica da ascensao em viramia
e anticorpos séricos especificos para antigenos virais apds a primeira exposi¢ao do
hospedeiro & infec¢ao”, Roy M. Anderson e Robert M. May (1992, p. 29)[3].
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Figura 2.9: Concentracao de anticorpos virais em funcao dos dias apods
a infecgao; observe que neste grafico estao representados a quantidade
de virus e a quantidade de anticorpos no organismo ao longo do tempo.

[OXFORD SCIENCE PUBLICANTIONS, "Infectious Diseases of Humans,
Dynamics and Control”, by Roy M. Anderson e Robert M. May, p.29,
1992] [3].

2.5 Modelos Epidemiolégicos

A modelagem matematica, como ja tratamos, propoe medidas de erradicacao
ou controle de doengas, possibilitando descrever quais serao as caracteristicas das
populagoes envolvidas ao longo do tempo e também com a aplicagao de atividades de
controle. Nos modelos de epidemiologia matematica as populacoes sao divididas em
compartimentos, e cada compartimento representa as caracteristicas ou propriedades
fisicas e epidemioldgicas em que cada grupo populacional se encontra de acordo
com o desenvolvimento da doenga [3]. Os compartimentos sao disjuntos, ou seja,
nao é possivel a populagao de um compartimento pertencer a outro, e a soma deles
representa a populagao total. Os compartimentos podem ser classificados como:

e Suscetiveis. Sao os individuos que nao sao imunes a infec¢ao, podendo se
tornarem infectados facilmente, caso sejam expostos a ela.

e Infectados. Individuos que contrairam a doenca, podendo transmiti- la aos
suscetiveis.

e Recuperados. Individuos que sao imunes a doenga e, portanto, nao influen-
ciam na dinamica de transmissao da doenca.

Para descrever essas populacoes matematicamente, denotamos por S, I e R, o
numero de individuos suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente. Essas
populagoes variam com o tempo, havendo modelos matematicos em tempo continuo e
tempo discreto. Modelos de equacoes diferenciais, sejam normais, atrasados, parciais
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ou estocésticos, implicam sobreposi¢ao continua de geragoes [9]. Muitas espécies
nao tém nenhuma sobreposicao entre geragoes sucessivas e assim o crescimento
populacional estda em etapas discretas utilizando como ferramenta equacgoes de
diferengas [1] , um exemplo da aplicacdo de modelos em tempo discreto é os modelos
de producao de coelhos descrito por Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci,
que desenvolveu a sequéncia de Fibonacci muito utilizada em modelos discretos,
outra aplicacao discreta é em uma cabega de girassol, sendo possivel ver conjuntos de
espirais entrelagadas que emanam do centro (vocé pode vé-las em pinhas comegando
na base). O numero de espirais varia, mas sdo sempre um numero na Seqiiéncia
de Fibonacci [9]. Neste estudo trataremos de modelos matematicos em tempo
continuo, considerando as populagoes de suscetiveis, infectados e recuperados sendo
representadas da seguinte maneira

S(t) = S, I(t) = I, R(t) = R, (2.1)

Em que t representa o tempo em unidades de medida. Sabe-se que a soma
desses compartimentos disjuntos representa a populagao Total de um certo espaco
no periodo de tempo ¢

T(t)=5(t)+1(t) + R(t) Vi >0 (2.2)

Existem trés modelos mais usados em epidemiologia matematica: SI, SIS e SIR;
para escolher qual o modelo a ser utilizado é necessario conhecer as caracteristicas
das doencas estudadas para definir em qual modelo cada uma se encaixa. O modelo
SI (Suscetivel Infectado) ¢ utilizado para descrever doengas em que o individuo nao
pode se tornar imune a infecgao e nao pode curar-se dela, e entao a pessoas que se
infectaram com a doenca, permanecem infectadas até seu 6bito. Um exemplo de
doenca aplicavel a esse modelo é a AIDS.

A figura 2.10 representa a relacao do modelo SI em compartimentos, em que A é
a taxa de transmissao da doenga, e 1 a taxa de natalidade/mortalidade:

|
Infectados

S
Suscetiveis

g M

Figura 2.10: Esquema compartimental do modelo SI

O modelo SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel) é utilizado para modelar doengas
em ha recuperacao, porém, o nao € possivel imunizar- se contra essas infecgoes.
Os individuos suscetiveis tornam- se infectados apds o contato com a infecao de
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individuos ja infectados, e passado um tempo, este individuo recupera-se da doenca
e é suscetivel novamente a contrai- 14, ou seja, retorna a o estado de suscetivel. Sao
exemplos desse modelo as doencas: Meningite, Doencas Sexualmente Transmissiveis
(DST) que sao causadas por agentes bacterianos, Dengue, dentre outras.

I
Infectados

.

Figura 2.11: Esquema compartimental do modelo SIS

No modelo SIR (Suscetivel Infectado Recuperado), as pessoas que contrairam a
infecao podem se tornar imunes a ela, e dessa forma se tornando parte da parcela
da populacao recuperada da doenca. As doencas caracterizadas pelo modelo SIR,
sao doencas causadas por agentes virais, tais como Rubéola, Sarampo, Catapora,
Poliomenite, etc. Na figura 2.12 é representando a relagao compartimental do modelo
SIR, em que X\ é a taxa de infeccao, § é a taxa de recuperacao e n a taxa de
natalidade /mortalidade.

I
Infectados

S
Suscetiveis

R
Recuperados

Figura 2.12: Modelo SIR

Nesta monografia, o modelo SIR sera estudado e analisado sobre duas perspectivas
de vacinagao, a vacinacao em pulso e a vacinacao constante.
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2.6 Conceitos Biomatematicos

Para descrever o processo de propagacao de uma doenca de forma matematica sao
necessarios conhecimentos biolégicos sobre a interagao entre o hospedeiro-parasita.
Nao existe um modelo matematico que represente de forma fidedignamente as relacoes
entre as populacoes estudadas, porém frequentemente hé avangos nos conhecimentos
biolégicos e matematicos, tornando os modelos mais realisticos.

Torna-se indispenséavel no processo de modelagem matematica o conhecimento
de alguns conceitos biolégicos. Entao, um conceito basico sobre doencas que sao
causadas por virus ou bactérias é a forma de transmissao da doenca; podendo ser
transmitidas por contato fisico de forma direta ou indireta, mas o que isso quer
dizer? Na transmissao direta o agente infeccioso transmite a doenga diretamente
para outro hospedeiro através do contato com este, ou pelo ar, nela apenas uma
espécie de hospedeiro participa da transmissao por exemplo, gripe, sarampo, AIDS,
Conjuntivite, rubéola, caxumba dentre outras. Ja as infeccoes de transmissao indireta,
podem ser definidas segundo Nepomuceno [11], o parasita passa através de uma
ou mais espécies intermediarias de hospedeiros afim de completar seu ciclo de vida.
Exemplos de doencas com transmissao indireta sao: dengue, mal das cadeiras, malaria,
esquistossomose, leishmaniose, febre amarela etc. As figuras 2.13a e 2.13b estao
representado um exemplo de cada um dos dois tipos de transmissao de doencas, a de
transmissao direta que é aquela em que o individuo torna-se infectado ao ter contato
direto com o agente infeccioso, por exemplo catapora, e a figura 2.13b representa uma
doenca de transmissao indireta, ou seja, doencas em que o agente infeccioso necessita
de um veiculo para sua transmissao; um exemplo desse tipo de doencas é o mal das
cadeiras, que é uma doenca caracterizada por envolver quatro populacoes: insetos
portadores do patégeno (P), insetos ndo portadores (N), capivaras Suscetiveis (S) e
capivaras infectadas (I); para uma capivara suscetivel se tornar infectada, ele deve
ter contato com o inseto portador da doenca, entrar em contato com uma capivara
infectada nao implica em infeccao; analogamente, para um inseto nao portador da
doenca se contaminar é necessario que entre em contato com uma capivara infectada,
isso representa uma transmissao indireta da doenca, outro exemplo sao aquelas
doencas que sao transmitidas via area: , por exemplo a doenca popular conhecida
como gripe suina : HIN1

Quando um individuo entra em contato com uma infeccao, ele se torna infectado e,
portanto, pode transmitir essa infeccao para individuos suscetiveis a ela. O parametro
que representa a quantidade de vezes que o individuo infectado entra em contato
com individuos suscetiveis em uma unidade de tempo é chamada de taxa de contato,
denotado por A\;. A taxa de contato depende de diferentes fatores: tempo e espaco,
diversidade genética, o convivio entre os individuos e densidade demografica; quanto
mais homogéneo o sistema, mais simples sera a taxa de contato, ou seja dependera
de menos parametros. Dois pontos significativos descritos pela taxa de contato sao:

1. 0 modo como os individuos de uma comunidade estao interagindo entre si;

2. a capacidade de infectividade do virus;
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Infectado Suscetivel

Infectado

(a) Representacao esquemética da (b) Representa um esquema indireto
transmissao direta de doencas . de transmissao da doenca: “Mal
das Cadeiras”.

Considerando a probabilidade ¢ de haver infeccao em uma populacao concebida,
que juntamente com a taxa de contato (transmissao) vao servir como parametros para
estimar a capacidade de infeccao, que representa quantitativamente a possibilidade
de individuos infectados pela doenga contaminarem os individuos suscetiveis a ela.
Essa capacidade de infecao é dada por ¢A;, mas como os infectados nao podem
infectar outros individuos a nao ser os suscetiveis, a capacidade de infecao pode ser
expressa em funcao da porcentagem de individuos suscetiveis da populacao total

N 2.3)

T representa a populacao total, que é a soma das populagoes de suscetiveis, infectado
e recuperados
T'=S+I1+R (2.4)

Essa expressao 2.3 é chamada razao de infeccao, e o nimero de novos infectados
em funcao do tempo é dado pela expressao

S(®)

In = (bt)\lT(t)

I(t) (2.5)

Quando a taxa de contato é proporcional a populacgao total, \; = kT ,com keR,,
obtemos a taxa de incidéncia da seguinte forma

5S(H)I(t) (2.6)

em que 0 = ¢k é chamado coeficiente de transicao. Esse parametro é mais repre-
sentativo que a razao de infeccao, pois se a populagao total aumentar, a nimero de
contatos também aumentara, e analogamente se a populagao diminuir, implica em



Capitulo 2. Modelagem Matemdtica no Estudo de Epidemias 16

um contato menor entre individuos, logo a taxa de contato também diminuira pelo
fato de ser diretamente proporcional a populacao T. J4 quando a taxa de contato é
constante, isto é kT = ko, kocR . a incidéncia seré dada por:

A1

2 (2.7)

em que A = ¢ky é chamada incidéncia padrao.

E importante observar que este modelo pressupoe que a populacao estd uniforme-
mente distribuida, ou seja, todo o individuo suscetivel tem a mesma probabilidade
de se infectar. Neste estudo para facilitar os calculos consideraremos além da homo-
geneidade da populacao, a nao existéncia do processo de migracao e a constancia da
taxa de contato, portanto o nimero de novos individuos infectados serd descrito pela
equacao 2.7.
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2.7 Reprodutibilidade Basal

Muitos parametros (caracteristicas da populacdo) epidemiolégicos e demograficos,
tais como taxas de nascimento e mortalidade, taxa de recuperacao, podem ser medidos
diretamente por estudos especificos, porém existem parametros para os quais nao
é possivel realizar medigoes de forma direta, pois dependem de outros fatores para
estima-los. Um exemplo de parametro que nao pode ser medido diretamente é o
parametro de transmissao, pois combina fatores biolégicos, sociais e de meio ambiente,
sendo assim, a transmissao comumente é encontrada através da medida de outros
parametros [5].

Outra caracteristica populacional importantissima de se determinar em epidemio-
logia é a reprodutibilidade basal, sendo definido como o niimero que representa os
casos secundarios gerados a partir de um caso primario que um individuo infectado
produz durante todo o seu periodo de infeccao entre uma populagao completamente
suscetivel [15]. Em outras palavras, a reprodutibilidade basal diz sobre a capacidade
intrinseca que o patdgeno tem de invadir e se estabelecer em uma comunidade [5]. A
simbologia que utilizaremos para representar a reprodutibilidade basal serd Rj.

O surgimento tedrico do parametro Ry, também conhecido como valor limiar, se
deu em 1927 a partir de estudos realizados pelos pesquisadores britanicos Kermack
e McKendric. Para realizar campanhas de vacinacao, é de extrema importancia o
conhecimento de Ry , pelo fato de ser utilizado no calculo da propor¢ao minima
de infectados para que ocorra a aplicagao da campanha de vacinacao, que tem
por objetivo reduzir ou erradicar a doenca. O parametro Ry nao pode ser obtido
experimentalmente, pois é uma combinacao de fatores que influenciam na transmissao
da doenca, logo pode ser chamado de parametro virtual, entretanto ¢ possivel
expressar a reprodutibilidade basal (Ry) matematicamente.

Nao existe um método exclusivo para determinar Ry, sendo determinado para
cada modelo de doenca infecciosa e pode ser estimado em termos biolégicos. Um
fator relevante para determinar a reprodutibilidade basal é a forma considerada para
a forca de infecgao A e, por consequéncia a taxa de contato; ou seja, é o nimero médio
de contatos de um individuo infeccioso (A\) em unidade do tempo, com individuos
de todas as classes (S,I,R) da populagdo. A unidade de tempo a ser adotada serd
a que mais se adéqua ao modelo, podendo ser dia, més, ano, etc, desde que nao
ocorra mudancas significativas no tamanho da populacao, alterando assim A e I nesse
periodo. Além da taxa de contato, outros fatores que influenciam diretamente na
expressao da reprodutibilidade sdo: as taxas de mortalidade (1) e recuperagao (/3).
Se a taxa de mortalidade for alta, implica que os individuos nao permanecerao muito
tempo no periodo de infegao pois assim que contrairem a doenca eles vao a ébito e,
com isso o tempo médio do estado infeccioso sera curto. Entretanto se caso tenha
uma alta taxa de recuperacao, periodo de infeccao serd mais longo, pois ter uma
alta taxa de recuperacgao implica diretamente na baixa mortalidade. Dessa maneira,
podemos definir o periodo médio de infeccao como

: : . 1
periodo médio de infeccao = —— (2.8)

n+08
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Para saber qual o nimero médio de contatos de um individuo infeccioso 2.8, é
necessario multiplicar a equacao por A, pois Ry ¢ diretamente proporcional a taxa de

infecao A, assim obtemos
A

Ry=—— (2.9)
n+p

A reprodutibilidade basal Ry tem muita relevancia na epidemiologia, pois através
deste parametro é possivel determinar dados cruciais para o estudo da doenca.
Através do Ry é possivel medir a velocidade inicial de crescimento de uma epidemia
em um determinada populagao. Pode-se mostrar que um parasita é capaz de invadir
e estabelecer-se em uma populacao de hospedeiros quando Ry > 1 , isso sera feito na
proxima sessao através da analise matematica do sistemas de equagoes diferenciais de
primeira ordem que representa a variacao das populagoes no tempo. Biologicamente
Ry > 1 diz que cada individuo infectado tem a capacidade de infectar mais de um
individuo suscetivel, e portanto ha chances de haver epidemia na populacao. Quando
isso acontece é necessario que as autoridades reajam com alguma medida preventiva,
como por exemplo campanhas de vacinacao. Quando Ry < 1, a propagacao da
doenca ¢ uma lenta e, isso provoca a erradicacao natural ao longo do tempo, podendo
nao ser necessarias medidas de controle. Na figura 2.14 apresenta alguns valores de
Ry para certas doencas que ja acometeram alguns paises ao longo do tempo

Infeccao Localizacao tempo | Ry

Sarampo | Inglaterra e Pais de Gales | 1956-68 | 13

Sarampo EUA (Varios lugares) 1910-30 | 12-13

Catapora EUA (Vérios lugares) 1913-21 | 9-10

Difteria EUA (Vérios lugares) 1910-47 | 4-6

Caxumba EUA (Varios lugares) 1912-16 | 4-7

Figura 2.14: Valores médios de contatos de um individuo infeccioso (Ry)
com algumas doencas humanas, com suas correspondentes localidades e

periodo (anos). Roberty M.May (1983, apud SABET, 2011, p.29).



Modelo SIR Simples

Apresentaremos o modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado) simples em
tempo continuo com dinamica vital, ou seja seu ciclo de vida, incluindo as interagoes
entre as populacoes de cada compartimento. Dividimos a populacao em trés compar-
timentos Suscetiveis (S), Infectados (I) e Recuperados (R).

3.1 Hipébteses para o Modelo SIR

Utilizamos o modelo SIR simples com dinamica vital para representar uma
doenga em que a recuperacao implica na imunidade da doenga [2]. Muitas doengas se
encaixam neste modelo matematico, por exemplo sarampo, rubéola, varicela,colera
e outras, pois ou a pessoa vai a Obito com a infecgao, ou ela se recupera criando
imunidade permanente a doenca.

Para a formulagao dos trés modelos visto neste estudo é necessario definir as
seguintes hipdteses [15].

e Todos os individuos nascem suscetiveis. Isso significa que nao é possivel a
transmissao de anticorpos maternos para o feto, assim todo recém- nascido
nasce suscetivel a doenca.

e O tamanho da populagao é constante, portanto consideramos as taxas de
natalidade e mortalidade iguais. Essas taxas sao representadas por 7, sendo
que 0 < n < 1, entao o nimero de individuos que nascem e morrem suscetiveis,
infectados e recuperados sao descritos respectivamente por S, nl nR .

e Os infectados que se recuperaram ganham imunidade.

e Consideramos a interacao entre os individuos de forma homogénea, ou seja
o padrao de espacamento entre os individuos de uma populagao ¢é igual, em
outras palavras a dispersao populacional é uniforme.

e A populagao se espalha em um ambiente fechado, nao havendo emigracao ou
imigracao.

19
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3.2 Modelo SIR simples com tempo continuo

Neste modelo utilizaremos os parametros n, A e 3 que representam respectivamente
taxa de natalidade/mortalidade, taxa de transmissao (infecgao) da doenga e taxa de
recuperacao. Para formulacao do modelo consideramos que os parametros eta e 5

il R
Infectados Recuperados

d M 1

Figura 3.1: Esquema compartimental do modelo SIR simples com dina-
mica vital.

assumem valores diferentes de 0 ou 1, pois o modelo é trivial nestes casos: se n =0
significa que nao havera nascimento ou mortalidade dos individuos da populagao,
entao ao longo todo tempo todo individuo que era suscetivel se tornaria infectado e
posteriormente recuperado [2], se 5 = 0 significa que nao recuperacao dos individuos
e se f = 1 significa que todo individuo que se infectar ird se recuperar, ou seja,
nl = 0. Assim os parametro terao valor entre 0 e 1, 0 < 7,8 < 1.

A partir das hipdteses do modelo modelo SIR com dinamica vital em tempo
continuo, obtemos o seguinte modelo matematico representado pelo sistema de
equagoes diferenciais autonomo nao linear[15]:

(dS S 5

dt T "

dl AS

e _ Mo 1 37 3.1
7= 5 (3.1)
dR

“Y— 87 —nR

\ dt 2 g

onde T(t), S(t), I(t) e R(t) representam respectivamente o nimero total de individuos,
individuos suscetiveis, infectados e recuperados.
No modelo matematico proposto, a populacao total é considerada constante ao

longo do tempo, ou seja — = 0. Entao, como o esquema compartimental do modelo
SIR, com a populacional total T'(¢), representa as quantidade reais de individuos,
para simplificar o estudo do modelo, normalizamos a populagao total T(t) para

unidade, ou seja;
St)+I(t)+R(t)=T(t)=1 (3.2)
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obtemos entao um sistema de equagoes mais simplificado:

(dS

—=p =XS -n8

=1 U]

d—]:AIS—nI—BI (3.3)
dt

dR

—Y—BI -nR

L ~ P

Além disso, podemos descrever a populagao dos recuperados R(t) em fungao das
outras duas variaveis, e assim reduzindo o sistema a duas equagoes, pois

R(t)=1— S(t) — I(¢) (3.4)

3.2.1 Pontos de equilibrio do modelo SIR simples

Nem sempre é possivel estabelecer as solucoes de equagoes diferenciais, por essa
razao ¢ interessante a realizacao de um estudo qualitativo dessas equagoes, sem que
de fato resolvé-las. Uma maneira de realizar essa analise é a partir da estabilidade
dos pontos de equilibrio das equagoes diferencias, verificando entdao o comportamento
das trajetérias do sistema em uma vizinhanca de um ponto critico (equilibrio).
Matematicamente ponto critico é um ponto do dominio de uma funcao no qual
a primeira derivada se anula ou nao é definida, ele também é chamado de ponto
estacionario, logo representa o ponto de maximo ,minimo relativo ou ponto de inflexao
dessa funcao.

Obtendo entao o sistema simplificado o modelo matematico descrito pelo sistema
de equagoes diferenciais 3.3 pode ser reduz para um sistema de duas equacoes, devido
a relacao expressa em (3.4)

%:n —AIS —nS
e (3.5)
= =AIS—nl —pI

Apés descrito o modelo é necesséario encontrar os pontos de equilibrio do sistema,
que correspondem solugdes nos quais S(t) e I(t) nao variam. Para sistemas lineares
homogéneos com coeficientes constantes z° = Az,em que A é uma matriz genérica,
juntamente com este sistema de equagoes, o ponto de equilibrio na origem tem grande
influéncia para determinar as trajetérias no plano SI. Apesar de nosso sistema de
equacoes ser nao linear, os pontos de equilibrio podem ser considerados analogos
aos para sistemas lineares por resultado encontrado no livro "Equacgoes Diferencias
Elementares”de Willian E. Boyce e Richard C. DiPrima [11].

Matematicamente, os pontos de equilibrio do sistema representam as taxas de
crescimento constante da populacao de suscetiveis e infectados, isto é, quando nao
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hé crescimento ou decrescimento destas populagoes [2]

O=n —AXIS —nS
(3.6)
0=AIS—nl —pI

Proposicao 3.1: O sistema (3.6) apresenta dois pontos de equilibrio, Fy = (1,0),

chamado ponto de equilibrio livre de infeccao, e E; = (%, 77%[1 — #]) , chamado

ponto de equilibrio epidémico [2].

Demonstracao. Para achar os pontos de equilibrio, devemos encontrar os pontos
(S,1) solugoes do sistema homogéneo:

O=n —AXIS —nS

(3.7)
0=XIS —nl —BI
Da segunda equagao do sistema (3.7), obtemos:
AS—=B—=n)I=0 (3.8)

Dessa maneira, ou I = 0 ou AS — 3 —n = 0. No primeiro caso, I = 0, substituindo
esse valor na primeira equagao obtemos:

n—nS =0 (3.9)
como 0 < n <1 temos:
S=1 (3.10)

a partir dessas conclusoes, Ey = (0,1) é ponto de equilibrio do sistema 3.7.
Por outro lado, se AS — 8 —n =0, obtemos

B+ 1

S N R

. A partir disso, substituindo esse valor na equacao um deste sistema obtemos a
populagao de infectados (I) em fungao dos suscetiveis (S)

s ntp

— A
g D)

(3.11)

Evidenciando os infectados (I), temos

I(n+p) :n[l—#} (3.12)
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nos fornecendo

+ 8 n 1
:n—zﬂ[l_nA }:Wrﬁ{l_ﬁo} (319)
Entao,
B - (ML[l _ MD
A n+p A
¢ o outro ponto de equilibrio do sistema (3.7) O

Podemos classificar este ponto de equilibrio quanto a sua estabilidade. A classi-
ficagao da estabilidade é dada em fungao dos autovalores [2], que sdo as raizes do
polinémio caracteristico, que é expressado por [17] det(A — ul), em que A é uma
matriz quadrada e I a matriz identidade, para simplificar os calculos ele também
pode ser representado por p;(u) = pu® — tr(J)u + det(J), em que J é a matriz
Jacobiana associada ao sistema.

Definicao 3.1: A matriz Jacobiana associada a duas funcoes f,g: WC R? - R é
dada por
(S0 Gr(S.0)
(S,1) = (3.14)
55 (D) 57(S.0)

a(f,9
(S,

~—

J(8,1) =

QD

Em nosso problema as funcoes f,g: W C R? — R sao dadas respectivamente, por

I
f(S,I) = % e g(S,I) = pre onde essas derivadas sao definidas no sistema 3.5. A
matriz Jacobiana relacionada com essas fungoes é:
-l —n —-AS
J(S,I) = (3.15)

—-\S AS — (n+p)

Analisaremos a estabilidade de cada ponto de equilibrio separadamente.Para rea-
lizar essa andlise, aproximaremos nosso sistema de equacoes autonomas nao lineares
&' = Az + h(z), com h(z) representando de forma genérica a parte nao linear do
sistema de equacoes, a um sistema linear ' = Az.

3.3 Aproximacgoes Lineares de Sistemas Nao
Lineares

Considerando um sistema autonomo bidimensional:
r = K(x) (3.16)

O objetivo principal é investigar o comportamento das trajetérias do sistema acima,
perto de um ponto critico 2° [11]. Através de estudos verificou- se que perto de cada
ponto critico de um sistema nao linear o padrao das trajetorias é semelhante com as
trajetérias de um sistema linear, dessa maneira sugere-se que préximo de um ponto
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critico podemos aproximar o sistema nao linear por um sistema linear apropriado
[14], tal que as trajetérias sejam féceis de descrever. Para tal feito, convenientemente
escolhemos o ponto critico como a origem. Caso esse ponto critico 2% # 0, é sempre

Y na equacao anterior. Entao u satisfaz um

possivel fazer a substituicao u =z — x
sistema autonomo com um ponto de equilibrio na origem.
Para entender melhor o significado de uma equacao diferencial estar "préoximo”de

um sistema linear, suponhamos que
z = Az + h(z) (3.17)

em que x = 0 seja um ponto critico isolado deste sistema, ou seja existe um circulo
em torno da origem no interior do qual nao existam outros pontos criticos. Suponha
que = 0 também ¢é ponto de equilibrio do sistema linear ' = Az, ou seja é um
ponto no qual a variacao das derivadas do sistema ¢é nula. Para isso, consideramos
h(z) pequeno, de maneira mais genérica, vamos supor que as componentes de h(z)

tém derivadas parciais [11] de primeira ordem continuas e que h satisfaz a condigao
h
% — Oquando x — 0 (3.18)
x

ou seja, isso quer dizer que ||h(z)|| é pequeno comparado com a ||z|| perto da origem.
Esse sistema é chamado de sistema localmente linear na vizinhanca do ponto
de equilibrio x = 0. A partir disso, podemos considerar o modelo matematico
representado pelo sistema de equacoes nao lineares, como um modelo com sistema
localmente linear. Sabendo disso, segue um teorema encontrado no livro de Willian
E. Boyce e Richard C. DiPrima [11]:

Teorema 3.1: Sejam s e po 0s autovalores do sistema linear 2° = Az correspon-
dente ao sistema localmente linear #° = Az + h(z). Entdo o tipo e a estabilidade
do ponto critico (0,0) do sistema linear z° = Ax e do sistema localmente linear
¢ = Ax + h(x) sdo como descritos na tabela abaixo [14]:

Ver no livro Equacoes Diferencias Elementares e problemas de valores de contorno
[1]

A partir dessa breve apanhado sobre estabilidade de sistemas nao lineares, pode-
mos analisar a estabilidade do nosso modelo matemético SIR simples (3.7).

Proposicao 3.2: O ponto de equilibrio livre da infecgao Ey = (1,0) é estédvel se
Ry < 1 e instavel se Ry > 1.

Demonstragao. O ponto de equilibrio livre da infecgao Ey = (1,0) é substituido
na matriz Jacobiana, de acordo com o valor atribuido a cada variavel:

TEO=1 0 A—@rp

(3.19)
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Sistema Linear Sistema Localmente Linear
TRTH Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade
po>p >0 N Instavel N Instavel
Py < p, <0 N Assintoticamente N Assintoticamente
Estavel Estavel
By <0 < py Ps Instavel Ps Instavel
P =py >0 NP ou NI Instavel N ou PE Instavel
L =1 <0 | NPouNI Assintoticamente | N ou PE Assintoticamente
Estavel Estavel
M2, Wy =@ ib
a0 PE Instavel PE Instéavel
a <0 PE Assintoticamente PE Assintoticamente
Estavel Estével
My = +ib, g, = —ib C Estavel Cou PE Indeterminado

Figura 3.2: De Boyce and DiPrima [11] Propriedade de Estabilidade e

Instabilidade de Sistemas Lineares e Localmente Lineares.Nota: N,n6,NI,n6

impréprio, NP.n6 préprio, PS, ponto de sela, PE, ponto espiral; C, cen-
tro.Boyce and DiPrima (2010, apud LUIZ,2012 ,p.23) [10]

Dessa maneira, o polinomio caracteristico dessa matriz jacobiana é dado por:
plp) = p* = tr(J)p+det(J) = (=0 — p)(A = (n + B) — p) (3.20)

dessa forma, temos as seguintes autovalores: p; = —n < 0e us = A — (n+ ).
Portanto, de acordo com o que foi visto, para que o ponto de equilibrio livre da
infeccao seja estavel, é necessario garantir que ambos autovalores tenham parte
real negativa. Para que isso ocorra basta garantir que pus = A — (n+ ) < 0, ou

A
seja, Ry = —— < 1.
" n+B

Caso a reprodutibilidade basal seja superior a 1, Ry > 1, obtemos us > 0, e
segundo a tabela, o ponto ey se torna instével [2].

Entao, E, é estavel se Ry < 1 e instavel se Ry > 1. ]

Observe que a taxa de crescimento da populacao de individuos infectados é dada

por:
= AS(I() — (n+ B)1(1) (3.21)

sabendo que por hipdtese 0 < § < 1, multipliquemos a equagao por I(t), obtemos:

dl
= 1) =AM (1) = (n+ B).L°(1) < A = (n+ BT (1) (3.22)
dr? dl . .
mas como — = 2/— podemos reescrever a desigualdade 3.22 da seguinte

dt dt
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maneira:

o= (= AP <0 (3.23)

agora multiplicando essa desigualdade por exp[—2(\ — (n + £)t] > 0 segue que

1 dI?

S S expl=200— (7+ )] — (A= 0+ B0 Jeap[-2(—A— (n+ HY] < 0 (3.24

ou seja, essa desigualdade pode ser descrito como a derivada do produto:

d

ElEoes |05+ | <0 (3.25)

Agora integrando a desigualdade acima de 0 a t, temos
I?(t) exp {—2@ —(n+ B))t} —1°<0 (3.26)

Entao, concluimos que

Hﬂsrmmm{@y—m+ﬂ»@ (3.27)

O significado bioldgico deste resultado é que, para que a populacao de individuos
infectados nao cresca com o passar do tempo ¢é importante que a funcao exponencial
convirja para zero [2], ou seja, que A < (n+ ). Retomando esse significado para
reprodutibilidade basal, obtemos que para que a funcao exponencial seja convergente,
Ry < 1. Isso confirma a proposicao 1.

Proposicao 3.3: O ponto de equilibrio

- (1514

sera biologicamente irrelevante caso Ry < 1 e serd estavel caso Ry > 1 [2].

Demonstracao. Podemos expressar o ponto de equilibrio £; em fun¢ao da repro-

dutibilidade basal . A )
n 0—
Ei=— — 3.28
' <Ro’77 + [ Ry D (3.28)

Além disso, caso Ry < 1, teremos

I(t) = HLB [Rg 1} <0 (3.29)

Isso significa que a populagao de individuos infectados sera negativa, mas
biologicamente isso é um absurdo, pois nao existem populacoes negativas. Com
isso, podemos afirmar que o ponto E; nao fara sentido biologicamente para
Ry < 1.

Considerando agora Ry > 1,teremos a matriz Jacobiana calculada no ponto



Capitulo 3. Modelo SIR Simples 27

FE, dada por

) w
n+ B8\ Ro 7 Ry

J(E)) = - (3.30)

) (Roo1y
n"]+ﬁ( Ry ) Ry (n+5)

(3.31)

(mo1) o

Agora, precisamos descobrir as raizes do polinomio caracteristico dessa matriz

A
p(p) = 1 + E}ﬁ(Ro — 1) +nRop (3.32)

A
em que nRyp é o trago da matriz (4.30), e R—U(RU — 1) o determinante.

0
Logo os autovalores associados & a matriz jacobiana J(F;) sao dadas por:

Ro— 1
—nRy + \/ (1Ro)2 — axp T2~ 1) - )
0

2

Hi2 = (3.33)

Para analisar a estabilidade desse ponto, vamos considerar todas as possibilidade

(Ro—1)
Ry

na 3.3 verificamos que é biologicamente irrelevante Ry < 1, serd considerado

de w1 e po, através de casos:

1° Caso Supondo que (nRy)* — 4\n > () teremos raizes reais, e como

Ry > 1, logo temos:
Ry—1
Ry

e retomando as consideragoes inicias sobre as taxas de infecgao e natalidade/-
mortalidade: 0 <np < 1e A >0, temos:

>0 (3.34)

(Ro—1)

Ry —1
=2 >0 — (nRo)? — 42— < (nRy)? (3.35)
R(] RO
Através de (4.34) concluimos que
Ry —1
\/(7730)2 - 4)\77(0T0) < (nRo) (3.36)

Usando esse resultado para achar os autovalores do polinomio caracteristico da
matriz jacobiana de Fy
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1 Ry —1 1
=3 (—nRo + \/(URO)Q - 4/\77%) <3 (—ﬁRo + T]R(J) =0 (3.37)

com isso, provamos que p1 é negativo.
Consideramos agora o outro autovalor ps.

Como
o - BomD) <o 39
entao
—nRy — \/(nRg)2 - 4/\77% <0 (3.39)

logo, o autovalor ps também é negativo

o = %(—nRo - \/(nRo)2 - 4A77(R0T;1)> (3.40)

Portanto, como ;2 < 0, segue pelos critérios de estabilidade do teorema que
o ponto de equilibrio epidémico sera estavel com Ry > 1.

Ry —1
2° Caso Agora, suponhamos que (nRy)? — 4/\77(0}%—) < 0, isso implica em
0

haver autovalores complexos conjugados:

2 = %(_URO + i\/(ﬁRO)2 - 4)\7](3ng1)> (3.41)

Analogamente ao caso 1, a parte real de ambos autovalores é negativa, Re(ju;2) =

R
—% < 0, logo E; é estavel.

Com isso concluimos que o ponto de equilibrio F4, nao existird caso Ry < 1

e serd estavel caso Ry > 1, ou seja, serd possivel prever a comportamento da
populacao de suscetiveis e infectados ao longo do tempo. O]

3.4 Simulacoes Numéricas do Modelo SIR

Simples
Foi feita uma analise de algumas simulagoes realizadas na dissertacao de Priscila
Roque de Almeida [2]. As simulagdes numéricas foram realizadas no programa
Matlab.

Apresentaremos alguns planos de fase, que representam as trajetérias dos pontos
de equilibrio para o sistema SIR simples [11].

Para fazer a simulacao foram estipulados parametros hipotéticos, devido a di-
ficuldade de encontrar dados reais. Adotamos o tempo com unidade dia e como
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parametros a taxa natalidade/mortalidade de 0,4% , n = 0,004, e uma doenga cuja
o tempo de recuperagao é 7 dias, logo representamos a taxa de recuperagao em
funcao desses dias pois quanto mais tempo dura a recuperacao menor sera taxa de
recuperacao, 3 = - = 0,1429.

Para a primeira simulacao supos-se que a taxa de infeccao é de apenas 10%,
A = 0,10, e como definimos reprodutibilidade basal em funcao da taxa de infecgao,
temos Ry = 0,412.

Infectados

Suscetiveis

Figura 3.3: Plano de fase do modelo SIR simples considerando os pa-
rametros ja citados. Observe que o sistema evolui para o ponto livre da
infecgao, como ja foi demonstrado, para o caso de Ry < 1

Agora analisaremos a dinamica da populacao de Suscetiveis(S) e Infectados (I)
ao longo do tempo. Os parametros sao os mesmos adotados acima, e as condigoes
iniciais sdo: S(0) = 0,90 e 1(0) = 0,10, isso significa que no instante de tempo ¢ = 0,
90% da populacao é suscetivel a doenca. Essa dinamica mostrara que a partir de 50

dias a populacao de infectados é extinta.
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0.6

Suscetiveis

a5k ................. ................. ....... Infectados

gk ................. ................. ................. .................
O3k ................. ................. ................ 4

Suscetiveis / Infectados

02_ ................. e ................. ................ 4

O ke ................. ................. ................ 4

i i j i
il a0 100 160 200 260

Tempo (em dias)

Figura 3.4: Dinamica das populagoes suscetiveis e infectados ao longo
do tempo.Os parametros adotados foram: n = 0,004, 5 =0,1429 e A = 0,1,
em um periodo de 250 dias e condigao inicial S(0) = 0,9 e I(0) = 0,1.

Agora, supondo a taxa de infeccao cresca para 90%, A = 0,9, implicando em
Ry = 6,128. Como vimos em uma proposicao, Ry > 1 implica em o sistema evoluir
para o ponto de equilibrio epidémico.

Iz awd oen

0.6
Suscaliai

Figura 3.5: Plano de fase do modelo SIR simples, com parametros
n=0,004, 3 =0,1429 ¢ A = 0,9 [2]

Analogamente, a dinamica das populacao de suscetiveis e infectados ao longo do
tempo, considerando como condigdes iniciais S(0) = 0,9 e 1(0) = 0,1, e utilizando os
parametros 7 = 0,004, 8 = 0,1429 e A = 0,9. Através dessa dinamica, verificamos
que apos 300 dias as duas populacoes permaneceram praticamente constantes ao logo
do tempo, ou seja, atingem o estado de equilibrio, denominado equilibrio epidémico
pois ha presenca de infectados.
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Figura 3.6: Dinamica das populagoes suscetiveis e infectados ao longo

do tempo.Os parametros adotados foram: n = 0,004, 5 = 0,1429 ¢ A = 0,9,
em um periodo de 250 dias e condicao inicial S(0) = 0,9 e 1(0) = 0,1.[2]
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Modelo SIR com vacinacao constante

Os gastos com saide publica vem crescendo desde a década de 80, isso tem feito
aumentar estudos de avaliagoes desses gastos, na procura de descobrir evidéncias que
comprovem o custo-efetividade para o financiamento de medicamentos. De maneira
geral, os objetivos sao a maximizagao do bem estar- social, e isso inclui atingir um
melhor resultado social sem desperdicios e excessos de recursos [10].

As vacinas sao apontadas como uma das intervengoes de satide mais custo-benéficas
em paises desenvolvidos e em desenvolvimento. Inicialmente, no seu descobrimento
eram consideradas baixo custo, porém atualmente com o avango tecnolégico, com
tecnologia do DNA recombinante dentre outros esse procedimento pode ser em
algumas situagoes de alto custo [16]. Porém, de maneira geral, as vacinas sao
consideradas um bom investimento no setor da saude.

Neste capitulo, trataremos sobre o modelo SIR Continuo com campanha de
vacinacao constante. As hipdteses adotadas no Capitulo 3 servirao para os trés
modelos que serao vistos ao longo deste trabalho, juntamente com o estudo de
estabilidade apresentado na Secao 3.3. Dessa maneira, consideramos a taxa de
contato igual para todas as idades e sem heterogeneidades [15]. O procedimento
feito serda andalogo ao capitulo anterior, buscaremos os pontos de equilibrio para
posteriormente analisar a estabilidade.

4.1 Modelo SIR com vacinacao constante

Neste capitulo trataremos de uma estratégia de controle epidémico denominada
vacinagao constante, essa estratégia consiste em vacinar uma porcentagem de todos
os recém nascidos [1]. Consideraremos o parametro p representando a propor¢ao de
sucesso da campanha de vacinacao constante, sendo 0 < p < 1, ou seja, a taxa de
sucesso € maior que zero e menor cem por cento. Podemos representar o esquema
compartimental através deste esquema: Considerando os mesmos parametros, e
lembrando que o tamanho da populagao é normalizado para unidade,

St)+I1(t)+R(t)=T(t) =1

32
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Figura 4.1: Esquema compartimental para modelo SIR com campanha

de vacinacao constante. As flechas representam os fluxos de entrada e

saida de individuos de um compartimento para outra, em que 3 é a taxa de

recuperagao, 1 a taxa de natalidade/mortalidade, A a taxa de transmissao
da doenca e p representa a taxa de vacinacao.

. No modelo de campanha de vacinagao os individuos recém- nascidos suscetiveis
diminuem para

(1—=p)n
, € essa parcela vai para o compartimento dos recuperados, representando um aumento

de pn. Dessa forma, o sistema de equacoes continuas para o modelo com vacinagao
constante é descrito por

(dS

2 - ~\NIS —-nS

o (1—p)n n

dl

CNIS —ql —8I 4.1
o nl —p (4.1)
dR

- = I —

w7 pn B n R

onde p, n, f e A\ sdao as constantes do nosso sistema, e novamente considerando
0<S5(t),I(t),R(t) <1, com S(t), I(t), R(t) as propor¢oes de individuos suscetiveis
infectados e recuperados, respectivamente.

Nosso objetivo principal é saber sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio,

L - . . dsS dl
para simplificar a andlise consideraremos apenas duas equacoes: — e

priCETE pois
R(t)=1-S(t) — I(t).

Para analisar o modelo, consideraremos a reprodutibilidade basal maior que um,
Ry > 1, pois como vimos ao longo desse trabalho, Ry < 1 implica em ficar livre da
infecgao, ou seja nao haver epidemia, dessa maneira seria inviavel aplicar campanha
de vacinagao. Portanto consideraremos Ry > 1.

4.1.1 Pontos de equilibrio do modelo SIR com vacinacao
constante

Como se sabe, para tratar de estabilidade de um modelo de equacoes diferenciais
é necessario encontrar os pontos de equilibrio, que sao aqueles pontos no qual a
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ds dl
populacao de suscetiveis e infectados nao varia, T 0e i 0. Encontremos tais

pontos resolvendo o sistema

0=1-pmp —=AXIS —n S
(4.2)
0=AIS —nl —BI

Proposicao 4.1: O sistema do modelo matematico com campanha de vacinacao
constante admite dois pontos de equilibrio: Ey = (1 — p,0), chamado de equilibrio

1— 1
livre de infeccao, e B, = (Uﬂ;ﬁ’n{n+g Y
[2]

Demonstracao. Considerando

}), chamado de equilibrio epidémico

dS
at !
(4.3)
dr _
dt

é possivel determinar os pontos de equilibrio do sistema de equacgoes analiticamente;
resolvendo o sistema

O=(1—pp —=AXIS —nS
(4.4)
0=ATS —nl —4I

Na segunda equacao, evidenciamos a populagao de infectados e chegamos na
igualdade: I(AS —n — ) = 0, logo temos duas possibilidades:

I=0 (4.5)

ou 8

n -+
S=— 4.6
! (1.6)
Vamos analisar cada uma das situagoes,
e /=0

Substituimos esse valor na primeira equagao, encontramos a fun¢ao dada

(1—p)n

pela populacao de suscetiveis, S = = (1 — p). Portanto o ponto

de equilibrio Ey = (1—p,0) é chamado de ponto de equilibrio livre de infecgao.

n+p
S =-—
* A
Substituindo esse valor na segunda equagao, obtemos I()

A+ B)I  n(n+p)
) )

(1—=p)n— =0, (4.7)
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de onde concluimos que

(1 —p)nA —n(n+p)

I(t) = 4.8
=) e
Entao, o segundo ponto de equilibrio deste sistema é o ponto
1—pnA —
= (n+ﬁ7( p)n 77(77+ﬁ)) (4.9)
A A+ 5)
Esse ponto é chamado de ponto epidémico. [

Para demonstrar a proxima proposi¢ao utilizaremos um teorema, que trata sobre
o Traco-Determinante.

Teorema 4.1: (Método Trago-Determinante) Considere uma matriz Jacobiana,
como na Defini¢ao 3.1 3.1, e seu respectivo polindémio caracteristico P(u) = p? —
tr(J)p+det(J), em que tr(J) é o trago e det(.J) o determinante da matriz Jacobiana
calculada no ponto (S,I) [2].

1. Se det(J) < 0, entao (S,I) é instavel.
2. Sedet(J) > 0etr(J) > 0, entdo (S,I) é instavel.
3. Se det(J) >0 e tr(J) <0, entdo (S,I) é estavel.

Demonstracao. Os autovalores do polinomio caracteristico podem ser expressos
em funcao do trago da matriz jacobiana:

1
1o = 5(w(J) + /(tr(J)? — 4det(J)) (4.10)
Considerando primeiro det(.J) < 0, logo isso implica na equac¢ao acima termos

dois autovalores reais. Para tratar cada um desses autovalores precisamos consi-
derar dois casos: tr(J) >0 e tr(J) <0

e Caso tr(J) > 0, teremos

"y = %(tr(J) + VBT —ddet() > 0 (4.11)

Por outro lado, se det(J) < 0 e tr(J) > 0, podemos afirmar que

— V(tr(J)? = 4det(J) < —tr(J) — (4.12)
e tr(J) — \/(tr(;)2 — 4det(J) _ tr(J) ; tr(J) _, (4.13)

Dessa maneira, concluimos que p; > 0 e pg < 0, portanto (S,I) é ponto de
sela e consequentemente instavel.
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e Consideremos agora tr(J) < 0 dai temos

V(T = 2det(]) > —tr(J) = (4.14)
LE: \/(tr(QJ)Q — ddei(]) _ tr(J) g”(‘]) —0  (415)
GOE \/(tr(QJ)2 —4det(d) _ (4.16)

Analogamente, como p; e s tem sinais opostos, o ponto (S,I) é instdvel
nessas condigoes. Demonstramos o topico 1 do teorema acima.

1. Vamos demonstrar agora, os topicos 2 e 3 do teorema; para isso, consideremos
det(J) > 0. Para essa condigao, surgem duas possibilidades:

(tr(J))? — 4det(J) > 0 (4.17)

(tr(J))? — 4det(J) < 0 (4.18)

e Caso ((tr(J))? — 4det(J)) > 0, entdo teremos autovalores reais. Se tr(J) >
0= —\/(tr(J)? — 4det(J) > —tr(J), teremos entao:

GOE \/(tr<>J)2 — ddet(J) | (4.19)
. tr(J) — \/{tr(J)2 — ddet(J) ) —tr(d) _ (4.20)

2 2
Portanto, como 1, e > 0, 0 nosso ponto (S,I) um ponto de equilibrio
instavel.

Se tr(J) < 0, teremos +/tr(J)% — 4det(J) < —tr(J), logo:

_tr(J) + V(tr(J)? — 4ddet(J) _ tr(J) —tr(J)
2 2
tr(J) —+/(tr(J)? — 4det(J) <0
2

iy = (4.22)

Portanto como 1, 12 < 0, 0 nosso ponto (S,I) um ponto de equilibrio estével.

e Caso ((tr(J))? — 4det(J)) < 0, teremos entdo autovalores complexos conju-
gados

_tr(J) £/ (tr(J)? — ddet(J)
B 2

Para analisar esses pontos de equilibrio nos atentaremos para as partes reais

1,2 (4.23)
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tr(J)

. . 2 7 .
tr(J) > 0, logo, ambos autovalores possuem parte real positiva, caracteri-
zando (S,I) como um ponto instével, caso tr(J) < 0, (S,I) serd um ponto de

desses dois autovalores, que é a mesma em ambos Re(j12) = se

equilibrio estéavel.

Utilizaremos esses resultados para provar a proposicao a seguir, que trata
sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio.

]

Proposicao 4.2: A anilise da estabilidade do modelo SIR com campanha de

vacinagao constante constatara que existe uma propor¢cao minima de vacinacao,

1
denotaremos essa proporcao por p,,, sendo dado por p,, = 1 — o [1], com as
0

seguintes caracteristicas na dinamica do sistema [2]:

e Se a taxa de vacinacao for mais que a taxa minima, ou seja, p > p,,, logo
teremos o ponto livre da infeccao Ey = (1 — p,0) estavel, e E; serd irrelevante
biologicamente.

e Caso p < pn, isso significa que a taxa de vacinacao sera baixa, logo teremos

n+p 1-p —l neste caso F
)\ ) 77+/8 >\ ) 1

o ponto de equilibrio epidémico E; = <

sera estavel e Fy instavel.

Demonstracao. Retomando com o sistema do modelo SIR com campanha de
vacinagao(4.23)

fSI)=0—=pp =XIS —nS
g(SIy=XI1S —nl —BI

(4.24)

A partir desse sistema podemos escrever a matriz das derivadas parciais de
primeira ordem de uma funcao vetorial

- —n —-\S
J(S,I) = (4.25)
i AS—n—p

Através sistema 4.23 encontramos dois pontos de equilibrio, através do po-
linébmio dos autovalores, agora analisaremos a estabilidade de cada deles.

Caso 1 Estudaremos a estabilidade do ponto de equilibrio livre de infecgao
Ey = (1 — p,0). Para isso, substituiremos esse valor nas varidveis da matriz
jacobiana 4.24

-1 —A\1-p)
J(Ey) = (4.26)

0 AMl—-p) —n—-28
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Portanto, as raizes do polinomio caracteristico serao dadas por:

plinz) = p* — tr(J(Eo)) + det(J (Eo))

, expressando os valores do traco e do determinante da matriz jacobiana teremos

p(p) = p* — (ML —p) — B —=2n]p+nn+ B — (1 —p)A| (4.27)

Observemos que caso det(J(Ep)) < 0 implica em n[n + SA(1 — p)] < 0, como
foi visto no teorema do método do Trago-Determinante, o polinomio possui
autovalores reais. Analisaremos a estabilidade desses autovalores inicialmente
através do caso em que

e Caso det(J(Ep)) <0

77[77-1—5/\(1—]9)]<0—>7]+ﬁ<(1—p))\—>#<l—p (4.28)

Pois consideramos por hipétese 0 < 1 < 1 concluimos que:

n+ 5 1
<1-1TF ==y 4.29
p Y R =P (4.29)

Portanto, se p < p,,,, teremos Ej instavel, por resultado do teorema.

e Caso det(J(Ep)) > 0, tém-se:

—nA(1 —=p)—np] >0— (4.30)
p>1— @ (4.31)

portanto,
(p—DA>-—n—-B—=1-p)B-n—-5<0 (4.32)

Mas sabemos que 0 < 71 < 1, e que o traco dessa matriz jacobiana é dado por
tr(J) = M1 —p) — 8 — 2n], vejamos algumas implicagoes:

tr(J(Eo) =A1—=p)—B-2n<(1=p)B-n—pF<0 (4.33)
tr(J(Ep)) <0 (4.34)
Dessa maneira, p > p,, implica em det(J(Ey)) > 0 e tr(J(Ey)) < 0, portanto

por resultado do Teorema 4.1, temos que nessa situacao Fy € um ponto de equili-
brio estavel.

Estudaremos agora a estabilidade do ponto de equilibrio F;, dado por E; =
(77 +5 {1 -p 1
PR RN

}) Observe que neste caso se p > p,, teremos a populacao
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de infectados negativa, pois como

1—p
n+p

1 +

—=1l-p——=>p>1—- — 4.35

3 p="5— =D 3 (4.35)
portanto, obtemos I(t) < 0, e biologicamente essa nao é um situacao real. Por

essa razao, para a analise da estabilidade do ponto E; desconsideraremos p > p,,.

Caso 2 Estabilidade do ponto Ej.

O ponto de equilibrio epidémico E; existira, se ao longo do tempo a populacao
infectada seja maior que zero, ou seja, I(t) > 0, pois caso contrario teriamos o
ponto Ey. Matematicamente, isso significa que:

1—-p 1
———[>0 4.36
nln*—ﬁ Al (4:36)
Portanto, como vimos acima, temos que garantir que
1oL (4.37)
p Ro DPm :

Tomemos agora a matriz Jacobiana aplicada no ponto de equilibrio

_(n+B [1-p 1
El_( ) ’"LHWXD

n+s A
J(E,) = (4.38)
1—-p 1
- + — —
n{n+6 A} n+p—n—p
—(1—p)An iy
n+p
_ (4.39)
(I—p)An 0
n+p
A partir dessa matriz, descobrimos o polinomio caracteristico, em que
(1 —p)An
tr(J(Ey)) = —————
) = =

, e det(J(Ey)) = (1 — p)An, assim o polinémio caracteristico é:

zwwzu”—gifgﬂw+ﬂ—pﬂn (4.40)

Observe que 0 < 1 —p < 1, pois 0 < p < 1. Com essa observacao podemos tirar
conclusoes a respeito do sinal do traco e determinante da matriz Jacobiana.

l—pMn<

1r(J(E)) = & 5 <0 (4.41)
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Como p < pp,

p<1—#—>(1—p)>\n—n(n+ﬁ)>0 (4.42)

e entao,

det(J(Ey)) >0 (4.43)
O

Neste caso 2 consideramos que p < p,,, € a partir dessa hipétese concluimos que
tr(J(Ey)) det(J(Ey)) > 0, e pelo teorema do Trago- Determinante, concluimos que
E, é um ponto de equilibrio estavel.

Observamos que neste modelo SIR com campanha de vacinacao constante, o
numero de individuos infectados diminui linearmente com o aumento da proporgao
de vacinacao p aplicada nos recém-nascidos suscetiveis. Ressalta-se novamente que
esse modelo s6 é valido para reprodutibilidade basal maior que 1, pois caso contrario
o sistema ird convergir para o ponto de equilibrio livre da infec¢ao [6]. De acordo
com o Manual de Vacinagao da FUNASA (2001,p.19) alguns exemplos de vacinas
em recém-nascidos sao: BCG - ID, que previne a Tuberculose; HB - Contra hepatite
B!, que previne a Hepatite B.

A tabela a seguir apresenta doengas infecciosas ao longo da histéria, com suas
respectivas reprodutibilidades basais e também a proporcao minima p,, de vacinacao
para nao haver epidemia [3].

T
Doencga Localizacao Periodo | Ry Pm=1— i
0
Sarampo Reino Unido 1950-68 | 16-17 | ~ 0,9375 — 0,9444
Rubéola Polonia 1970-77 | 11-12 | ~ 0,9090 — 0,9166
Poliomielite Estados Unidos 1955 5-6 ~ (0,80 — 0,8333
HIV(tipo I) | Nairobi, Kénia (Prostitutas) | 1981-85 | 11-12 | ~ 0,9090 — 0,9166

Tabela 4.1: Valores estimados para a propor¢ao minima da populagao
vacinada p,, para alguns tipos de doencgas infecciosas em um determinado
periodo da histéria. [3] (1992, apud ALMEIDA [2], 2014, p.31).

4.2 Simulacoes Numéricas para o Modelo SIR

com campanha de vacinacao constante

De maneira semelhante ao capitulo anterior, analisaremos simulagoes numéricas
realizadas na dissertagao [2]. Neste capitulo as simulagoes verificadas sao do modelo
SIR com campanha de vacinacao constante.
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Para a primeira simulacao consideramos os parametros adotados em uma das
simulagoes do capitulo anterior, sendo a taxa de natalidade/mortalidade n = 0,004,a
taxa de recuperacao 5 = 0,1429 e a taxa de infeccao A = 0,9. Observe que para essa

situacao, teremos a reprodutibilidade basal Ry = T8 = 6,128, e como vimos isso

quer dizer que uma pessoa infectada é capaz de infectar 6,128 pessoas em média, logo
para nao haver epidemias é necessério estratégias de controle. Consideremos como
estratégia de controle a campanha de vacinagao constante, com proporcao minima de
vacinagao, dada por p,, =1 — N que nessa situagao ¢é p,, = 0,837, assim a epidemia

0
pode ser controlada.

Aplicando uma campanha de vacinacao com proporcao de sucesso de 60%, ou
seja, p = 0,60 < p,,. Como a proporcao de sucesso de vacinagao, p, € menor que a
proporc¢ao minima, matematicamente e biologicamente verificamos que nao havera
extingao da doenca, vejamos a figura 4.2 .

Inleciadas

Suscetieeis

Figura 4.2: Plano de fase do modelo SIR com campanha de vacinagao
constante, com parametros: 7 = 0,004, = 0,1429, A = 0,9 e p = 0,6.
Observamos uma reducao da doenca, porém nao a extingao.

Tomando a dinamica da populacao de suscetiveis e infectados no intervalo de
tempo de 900 dias, condigdes iniciais S(0) = (0,9),1(0) = (0,1) e com iguais
parametros ao plano de fase anterior.
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Figura 4.3

Agora queremos analisar uma situacao em que a proporcao de sucesso de campanha
de vacinagao constante seja maior que a propor¢ao minima. Consideremos a proporcao
de sucesso de 90%, ou seja p = 0,9 > p,,, = 0,837. Espera-se que para essa situacao
que a trajetéria do plano de fase convirja para a solucao livre de infecao, verifiquemos

Irfectados

Figura 4.4: Plano de fase do modelo SIR com campanha de vacinagao

constante, em que a proporcao de sucesso de vacinacao seja de 90%.

Observe que as solugoes do plano de fase convergem para a solucao livre
da infeccao.

Por fim, analisemos com os mesmos parametros e condicao inicial adotados acima,
verifiquemos a dinamica das populagoes ao longo do tempo. Observe que a populacao
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de individuos infectados tendera a zero, e isso nao tem implicacao da condicao inicial
S(0) = 0,91(0) = 0,1, pois a proporgao minima de vacinacao depende exclusivamente
da reprodutibilidade basal, e esta da taxa dos parametros.
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: : Suerethveie
QB TR AP PEORPTR- TP P Infaciadns -
o7l . . . Lo : i - . L ]
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Figura 4.5: Dinamica das populacoes de individuos suscetiveis e infecta-
dos num periodo de 500 dias.
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Modelo SIR com campanha de vacina-
cao em pulsos

Neste capitulo estudaremos o modelo SIR com campanha de vacinacao em pulso,
essa técnica propoe vacinar uma fragao ¢ de toda a populacao suscetivel em um tinico
pulso, aplicado a cada T anos [1], em vez de vacinar constantemente uma proporgao
extremamente grande de todos os suscetiveis recém-nascidos, que era a proposta do
modelo SIR com vacinagao constante.

Muitas doencas necessitam de mais de uma vacinagao, chamados reforgos multiplos
(inoculagoes repetidas), para de fato obter uma imunidade eficaz. Nos primeiros meses
de vida isso pode ocorrer pelo fato de haver persisténcia dos anticorpos maternos
circulantes no bebé que podem se ligar aos antigenos capazes de gerar resposta imune
da vacina, em alguns casos gera o bloqueio da ativacao adequada do sistema imune
[12]. Portanto a vacina neste casos deve ser aplicada diversas vezes, até o anticorpo
materno ter sido eliminado completamente da circulagao da crianca, e entao atingir
a imunidade adequada [12]. A vacinac¢do educa o sistema imune, que o prepara
para lidar de forma efetiva e rapida contra o agente infeccioso nao eliminado pela
imunidade inata, que é aquela em que o bebé recebe da mae; dessa maneira para cada
grupo de doencas existe uma especificidade na forma de vacinar, sendo necessario
as vezes haver reimunizagoes [12], devido a falhas na primeira vacina no que tange
a inducao da formacao de células de memoria. Neste capitulo, como ja citamos,
trabalharemos com vacinas que sao aplicadas periodicamente na populacao.

Para estudar este modelo, consideraremos a mesma observacao feita no modelo
matematico com vacinagao constante, em que s6 é considerado a reprodutibilidade
basal maior que 1, Ry > 1, pois nao ¢é necessario aplicar campanhas de vacinagao em
doencas que nao estao sujeitas a se tornarem epidemias.

A vacinagao em pulsos baseia em aplicar pulsos de vacinacao com frequéncia

I(t)

suficiente para evitar que a populacao infecciosa cresga, ou seja —~ < 0 por todo

tempo [1]. A principio essa estratégia garante que a populagao de infectados I(t) é
uma funcao descrente ao longo do tempo, entao a populacao de infectados desaparece

I(t)

ou fica tao pequena que é incapaz de causar epidemias [15].Como - = ANST—nl—p1,

44
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temos:

%@ZI(As_n—ﬁ)<0—> (5.1)

(AS—n—p)<0 (5.2)

pois I(t) > 0. A partir disso, isolando S, obtemos uma populagao de suscetiveis
limiar, chamado de limiar epidémico

n+p8 1

Logo, Sy, = % sera chamado de limiar epidémico.
: I(t) - . :

Para garantir que — < 0 basta manter a populagao de suscetiveis, S, abaixo do
limiar epidémico Sy,.

A aplicacao de vacinacao em pulsos deve ser aplicada sempre que a populacao de
suscetiveis, S(t), cresga a um nivel muito proximo ao do limiar epidémico, Sy, [2].
Segundo Aguret al. (1993) e Nokes and Swinton (1995) no artigo “Pulse Vaccination
Strategy in the SIR Epidemic Model”[1], a populagao de suscetiveis (S) é mantida
abaixo de do limiar epidéemico, Sy, se o periodo de pulsos, T', estiver mantido abaixo
de um valor critico fixado, denotado por Th.x [I]. Obviamente, quanto maior o
periodo entre a vacinagao pulsos, com menor frequéncia sera necessario vacinar a
populacao suscetivel. Mas se o intervalo de pulso exceder o Ty, , 0 esquema de
vacinagao pode falhar.

Para descrever nosso modelo matematico SIR com campanha de vacinagao conside-
raremos as hipdteses feitas no Capitulo 3, e novamente normalizaremos a populacao
para unidade. Quando a vacinacao por pulso é incorporada ao modelo SIR , o
sistema torna-se nao autéonomo, ou seja as equagoes diferenciais passam depender
explicitamente da variavel independente t. ou seja e pode ser reescrito da seguinte

forma:
s _ XIS —nS-— EOO S(nT™)o(t —nT))
at e " "
n=0 (54)
dl

em que 0 < p,n,f e A > 0 sdo constantes, S(t) e I(t) sdo as proporgoes dos
individuos suscetiveis e infectados respectivamente, e § é chamado “Delta de Dirac*
com centro em n7T’, que serve para representar uma forga que age instantaneamente

sobre um impulso [11]

Definimos
S(nT™) = lim(nT™ — €) (5.5)

€—0

sendo o limite lateral a esquerda, que representa a quantidade de suscetiveis antes
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do n-ésimo pulso de vacinagao, e 6(t — nT') é definido

0o t=£nT
5(t — nT) set? (5.6)

oo ,set=nT
com

/ TSt — nT)dt = 1 (5.7)

o0

analisaremos a existéncia uma solucao “livre de infec¢ao”,assumindo que I(t) = 0,

. _odl . :
nessas situagoes i 0, com t > 0. Dessa maneira podemos analisar o aumento da

populagao de suscetiveis nessas condigoes [1]. A partir da substituigao de I(¢) =0
obtemos
ds - _
- =n-nS- pY_S(nT)i(t—nT)) (5.8)
n=0

Nosso estudo se restringira o periodo correspondente a dois pulsos de vacinagao,
ou seja, o intervalo de tempo serd to = (n — 1)T < t < nT, entao:
ds _
= nS —pS(nT™)i(t —nT)) (5.9)
Para resolver essa equacao diferencial iremos considerar a solucdo homogénea e a
particular. Entao, encontremos a solugao para equacgao diferencial homogénea:
ds
— =n—-nS 5.10
/At (5.10)
Aplicando os métodos para resolugao de EDO de primeira ordem, obtemos uma
equagao que define a populacao de suscetiveis S(t) = 1 — Ce ™, sendo C' uma
constante. Como estamos considerando apenas dois pulsos, conhecemos a populacao
de suscetiveis apds o (n — 1)-ésimo pulso, S(tp), dai encontramos um valor estimado
para a constante

C = —e™(S(ty) — 1) (5.11)

Assim, explicitando a solucao homogénea, obtemos:

S(t) =1+ e™0(S(ty) — 1)e 1) (5.12)

e como o numero de individuos suscetiveis antes do n-ésimo pulso de vacinagao, que
neste caso serd antes do segundo pulso, S(nT~) é uma solugao da equagao 5.9, sendo
obtida no limite de S(t) com ¢t — nT:

S(nT™)= lim (S(t)) =1+ e"(S(ty) — 1)e "t (5.13)

e—nT—

Entao a solucao para equacao diferencial da populacao de suscetiveis nao homogénea,
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é dada por [2]

t
S(t) =14 €™M (S(ty) — 1)e =) — p[1 + e"0(S(ty) — 1)e 710 /(5(16 —nT)dt

to

(5.14)
Fazendo uma mudanca de variavel, consideremos
Q(t) = S(t) = 1+ €™ (S(to) — L)e """
, portanto podemos reescrever a equagao anterior como sendo:
Q(t) ,seto=(n—1)T
S(t) = (5.15)

(1-=p)Q(t) , set=nT

em que Q(t) é o nimero de suscetiveis entre os dois pulsos ocorrendo em ty =
(n—1)T eem t =nT, com (1 — p)Q(nT) representando o nimero de suscetiveis
imediatamente apds a vacinagao pulso [2].

Para descobrir a estabilidade dos pontos de equilibrio desse modelo, podemos
analisar o sistema de vacinacao em pulsos como um modelo discreto, sendo a condi¢ao
inicial de suscetiveis, S(ty), variando a cada pulso de vacinagao. A condigao inicial
S(t) pode mudar de um intervalo de pulso para outro, e existem maneiras para
calcular isso. Utilizando de forma simplificada os resultados dos pontos fixos dos
mapas de Poincaré,sendo esse mapa considerado por pesquisadores na area de sistema
dinamico como uma intersecao de uma orbita periddica no espaco de estado de um
sistema dinamico continuo com o subespaco de menor dimensao, chamado secao
de Poincaré, configuramos S(ty) = S, e deduzimos o mapa de Poincaré F' tal que
Sn+1 = F(5,) [2]. O mapa de Poincaré determina o nimero de individuos suscetiveis
depois de cada um dos pulsos de vacinacao, considerando o tempo discreto, ou seja,
t=nT,comn=0,12,..

Os pontos de equilibrio do mapa F' no sistema discreto, existem por defini¢ao
quando F'(S,) = Sp+1 = Sy, ( este resultado encontra-se na referéncia [2]), dessa
maneira descrevemos a equagao que representa S, 1 = .5, = 5%, a partir do resultado
do mapa F Sn+ 1= F(S5,)

F(Sy) = Spi1 = 1+ €™M (S(ty) — 1)e 710 — (5.16)

Spi1 = (1= p)[1+ (S, — 1)e nT] (5.17)

em que t = nT, e usado a relacao 5,1 = S*, temos

(L—p)(e™ —1)

S*=1—=p)1+(Sy—1enT] = p—1+e™

(5.18)

Portanto, por defini¢ao, o tinico ponto de equilibrio do mapa de Poincaré é dado
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por
(L—p)(e™ - 1)
p—1+e?

S*=1-p[1+(S,— e nT]= (5.19)

Como encontramos o ponto de equilibrio, faremos a analise da sua estabilidade,
baseando no resultado do seguinte proposicao.

Proposicao 5.1: O ponto fixo do mapa F, dado pelo ponto de equilibrio

(1=p)(e™ =1)
p—1+4ert

S =1 =p[1+ (S, —1enT] =

é estavel.

Ver a demonstracao na dissertacao: "Modelos Epidéemicos SIR, Continuos e
Discretos,e estratégias de vacinagao”, [2]

Dessa maneira, pelo significado de estabilidade, podemos afirmar que o pulso de
vacinacao produz uma sequéncia S,, que devera convergir para o ponto fixo S*.

Como S* é ponto fixo, escrevemos S(ty) = S*obtemos através de manipulagoes [2]

(L—p)(e™ —1)

1= (5.20)
el —1—pe" +p—p+1—e
_ e (5.21)
—peT
= p_f—iew (5.22)
Logo,
(S* —1)e" — 1= 1_p+eﬂ (5.23)

Agora, substituimos esse resultado na expressao nao completa de suscetiveis, dada
em 5.14, obtemos
S =1+ (S*=1)e" -1 (5.24)

t
= 1—p+e’7T€n(tt0) — p<1 + 1—p+e77T> / 3t —nT)dt (5.25)
to
essa é a expressao completa de individuos suscetiveis no ponto de equilibrio livre
de infec¢@o no n-ésimo intervalo de tempo tg = (n — 1)T <t < nT. [2].
Portanto, definindo S = S* em na equacdo 5.3, obtemos a expressdao para a

solugao periddica “livre de infecgao”ao longo do n-ésimo intervalo de tempo [1]

(S,1)=(S,0) (5.26)

representando a solugao periddica no tempo

S =S(t+1T) (5.27)
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I =1(t+1T) (5.28)

A anélise da da solucao periddica livre de infecgao serd um possivel estudo de Pos-
Graduacao, por envolver conceitos avancados para a graduagao. Porém apesar disso,
a partir dos resultados obtidos no trabalho “Modelos Epidémicos SIR, Continuos e
Discretos, e Estratégias de Vacinag¢ao”[2], manter o nimero de suscetiveis abaixo do
limiar S < S, é suficiente para a eliminacao da epidemia [2], e que esta condigao esté
vinculada a estimacao de um periodo maximo entre os pulsos de vacinagao Tiax.



Conclusoes

Este trabalho baseou-se no estudo do modelo epidemiolégico SIR (Suscetivel-
Infectado-Recuperado) em tempo continuo, em trés casos: modelo simples sem
campanha de vacinagao, com vacinacao constante e em pulso. O modelo SIR
remete a doencas em que ha recuperacao, ou seja, o individuo adquire imunidade a
dada doenca apos ter contanto com ela, através da criagao de anticorpos, seja pela
imunidade inata ou seja pela vacinacao. Podemos destacar algumas doencgas que se
encaixam nesse modelo: Sarampo, Variola, Rubéola, Meningite Bacteriana, dentre
outras. O principal referencial bibliografico utilizado, foi a dissertacao de mestrado
Modelos Epidémicos SIR, Continuos e Discretos, e Estratégias de Vacinagao”[2].

Buscamos analisar de forma matematica e bioldgica os trés modelos SIR, através
da descrigao do modelo e investigacao da estabilidade dos pontos de equilibrio, que
nos informam sobre o comportamento das populacoes ao longo do tempo, e nao
necessariamente um ponto ser estavel significa que havera auséncia de epidemia, mas
sim que o ponto de equilibrio convergira para um ponto no plano de fases. A partir
disso, é possivel entender melhor os processos adotados pelo Ministério da Saide e
também contribuir futuramente para o desenvolvimento das duas ciéncias, através de
um estudo mais realistico, em que sao considerados parametros reais da sociedade.

O modelo SIR simples é um modelo em que nao se considera a campanha de
vacinagao, onde a estabilidade de seus pontos de equilibrio estao relacionados com
o numero de reprodutibilidade basal, representado por Ry. No modelo SIR com
campanha de vacinagao constante é necessario aplicar uma porcentagem de todos os
recém nascidos. Através das simulacoes numéricas, observamos que para a populacao
de infectados convirja para zero é necessaria uma proporc¢ao de vacinagao com sucesso,
e também deve ser considerado a propor¢ao minima p,, de vacinagao que define a
dinamica desse sistema. Verificamos que quanto maior a propor¢ao de vacinac¢ao
de sucesso menor sera o nimero de infectados no equilibrio epidémico. Por fim,
estudamos o modelo SIR com campanha de vacinacao em pulsos, ou seja, aplica-se
periodicamente campanhas de vacinacao. O estudo da estabilidade desse modelo
envolve conceitos mais avancados de pds-graduacao, portanto nao nos aprofundamos
neste topico, analisamos apenas de forma superficial e baseado nos trabalhos “Pulse
Vaccination Strategy in the SIR Epidemic Model”[1] e “Modelos Epidémicos SIR,
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Continuo e Discreto, e Estratégias de Vacinagao”[2] a estabilidade do tnico ponto de
equilibrio do mapa de Poincaré, e assim usamos esse resultado para determinar o
numero de individuos suscetiveis S no ponto de equilibrio livre de infec¢ao no n-ésimo
intervalo de tempo; apenas o ponto de equilibrio livre da infecgao foi analisado.

Para trabalhos futuros, como citado anteriormente, pretendemos estudar de
forma mais profunda os modelos SIR abordados, considerando parametros reais e
também realizando simulagoes numéricas, em especial aprofundar no modelo SIR
com campanha de vacinacao em pulsos, além da andlise desses mesmos modelos em
tempo discreto, para que sejam feitas comparacoes entre o modelo continuo e discreto.
Pretende-se ao estudar esses modelos epidemiologicos a validagao dos mesmos, para
que eles possam ser utilizados para realizacao de previsoes sobre o desenvolvimento
de determinadas doencas e assim aplicar medidas de controle.
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