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Resumo

OLIVEIRA, Suéllen Aparecida de, Lic., Universidade Federal de Vicosa, dezembro
de 2020. Um estudo sobre o Ultimo Teorema de Fermat . Orientadora: Danielle
Franco Nicolau.

Este trabalho tem o intuito de exibir a histéria do Ultimo Teorema de Fermat e
os eventos ocorridos ao longo do tempo a procura por sua resolucao. Faz um resumo
historico sobre a busca da sua solucao e apresenta demonstragoes para os casos n = 4
e n = 3, sendo duas demonstracgoes para este tltimo.

O 1ltimo teorema de Fermat foi um enigma que atentou as mentes mais bri-
lhantes da matematica. Um teorema de simples entendimento, tao modesto, que
qualquer individuo alcancaria o entendimento, entretanto, de resolucao estimada
como impossivel para muitos.

Ele é um dos eventos mais instigantes da histéria da matematica e que serviu para
motivar varios matematicos de todas as ocasides a arriscar soluciona-lo. Inclusive,
até pouco tempo pensava-se que o Ultimo Teorema de Fermat era falso, porém, ao

término do século XX o matematico britanico Andrew Wiles demonstrou-o.

Palavras chaves: Fermat. Teorema. Fuler. Andrew Wiles.
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Abstract

OLIVEIRA, Suéllen Aparecida de, Universidade Federal de Vigosa, December, 2020.
A study on Fermat’s Last Theorem . Adviser: Danielle Franco Nicolau.

This work has the purpose of displaying the history of Fermat’s Last Theorem
and the events that occurred over time looking for its resolution. Make a historical
summary of the search for your solution and presents demonstrations for the cases
n =4 and n = 3, being two demonstrations for the lattercase.

The Fermat’s last theorem was an enigma that confused the brightest minds of
mathematics. A theorem of simple understanding, so modest, that any individual
would reach the understanding, however, resolution considered impossible for many.

That is one of the most exciting events in the history of mathematics and which
served to motivate many mathematicians to solve it. Until recently, it was thought
that the Last Theorem Fermat was false, however, at the end of the 20th century,

British mathematician Andrew Wiles presented its proof.

keyword: Fermat. Teorema. Euler. Andrew Wiles.
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Introducao

Pierre Fermat, filho de um rico mercador, trabalhou como funcionario publico
de Toulouse (Franga), no século XVIII. Sua dedicagao aos estudos era apenas em
horas livres, motivo pelo qual nao se preocupou em realizar demonstragoes formais
acerca de seus achados, e por isso, ficou conhecido como principe dos amadores. Ele
tinha o costume de deixar anotagoes escritas nas margens dos livros, espago onde
registrou além de outras anotagoes importantes seu tltimo teorema conhecido como
o Ultimo teorema de Fermat que diz que nao existe solugoes inteiras para a equacao
2" 4+ y™ = 2" para n maior que 2, com z,y,z # 0. Fermat nao deixou demonstragao
para tal teorema, com justificativa de que a margem daquele livro era muito estreita
para conte-la. Este teorema permaneceu por mais de 300 anos sem solug¢ao, mesmo
apos ser analisado pelos maiores estudiosos da matematica dos iltimos tempos. S6
na década de 1990, Andrew Wiles, apds longos anos de estudo e se baseando em
teorias recentes, conseguiu chegar a demonstracao.

Em 1670, apds alguns anos a morte de Fermat, seu filho foi quem descobriu
o teorema, nas margens do livro “Arithmetica de Diofanto”, famoso algebrista da
Grécia do século II A.C., este livro contava com cerca de 48 anotacoes sem provas
realizadas por Fermat. Estas anotacoes, exceto seu ultimo teorema, foram provadas
posteriormente. Nos achados de Fermat, foi encontrada um prova para o caso n = 4
usando um método que ficou conhecido com descenso infinito de Fermat, porém, a
prova para todo n, ainda ficara em aberto.

Este trabalho objetiva apresentar parte da histéria e dos grandes avancos obtidos
nos ensaios da demonstracao do mencionado Ultimo Teorema de Fermat, bem como
as personalidades que fizeram parte de sua demonstracao. No discorrer dos capitulos
que compoem este trabalho, observam-se as demonstracoes do Ultimo de Teorema
de Fermat para os casos n = 3 e n = 4.

Inicialmente sera descrita a historia principal da vida e obra de Pierre de Fermat,
que enunciou esse enigma conhecido como um dos mais complexos da matematica.
Neste capitulo, serd feito um passeio sobre a parte histérica do teorema, descrevendo
seu contexto e registros.

Dando sequéncia ao trabalho, no terceiro capitulo, abordaremos ferramentas
algébricas que serao utilizadas nas demonstragoes. Assim sendo, este capitulo
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apresenta os Preliminares Algébricos, que tem como objetivo estabelecer as definigoes,
proposicoes, teoremas e os resultados principais que serao empregados nesse trabalho
nas demonstracoes para os casos n = 3 e n = 4. Iniciard, dando algumas definicoes,
e teoremas aritméticos. Posteriormente, estudaremos duas estruturas algébricas
essenciais: Anéis e o Anel Z[w]; abordando os conceitos bésicos de anéis, subanéis,
dominios de integridade, ideais, anel quociente, dominios de ideias principais (DIP),
divisibilidade em dominios, irredutiveis e primos, dominios de fatoragao tinica (DFU),
Dominios Euclidianos (DE), homomorfismo de anéis e, por fim, o Anel Z[w].

Seguindo a explanacao da tematica, o quarto capitulo apresenta as demonstracoes
para os casos n = 3 e n = 4. Inicia-se com demonstracao de Fermat para o caso
n = 4. Posteriormente, relata um pouco sobre Leonhard Euler (1707 — 1783) que
foi quem realizou o primeiro avango acerca da prova do Ultimo Teorema de Fermat.
Ele acreditava que antes de criar uma demonstracao para todas as possibilidades
possiveis, teria que criar uma para n = 3, e este foi o degrau que ele tentou usar
como ponto de partida para construir uma prova geral para todas as outras equagoes.
No dia 4 de agosto de 1753, Euler divulgou em uma carta enviada ao matematico
Prussiano Christian Goldbach, que tinha adaptado o método do descenso infinito
de Fermat e conseguira provar com sucesso o caso n = 3. Depois de 100 anos
esta era a primeira vez que alguém conseguiu fazer algum progresso na direcao de
solucionar o desafio de Fermat. Apds relato sobre a historia de Euler, sera proferida
sua demonstracao para o caso n = 3. Neste capitulo, também apresentamos uma
demonstracao para n = 3 utilizando o anel Z[w] onde w = ¢35l = #ﬁ ¢ a raiz
primitiva cibica da unidade, isto ¢, w® = 1. Este anel ¢ um anel quadratico, o que
facilita bastante a demonstracao. Ao final, é apresentado um exemplo de aplicagao
do teorema na prova de que /2 é irracional.

J& o quinto capitulo, aborda a narrativa do mateméatico Andrew Wiles, que em
1995, finalmente conseguiu demonstrar o teorema; descrevendo um pouco de sua
histéria com o teorema, sua solucao, o erro encontrado e os prémios que obteve
devido a demonstragao. Andrew Wiles teve seu primeiro contato com o teorema
aos dez anos de idade e se encantou com o mesmo, porém, sé aprofundou seus
estudos apos cerca de duas décadas e durante sete anos de estudos intensos, secretos
e em total isolamento; empregou todas as descobertas antecedentes para ordenar
uma demonstracao logica e no dia 23 de junho de 1993, quando participava de uma
Conferéncia no Instituto Isaac Newton - Cambridge, Andrew Wiles anunciou sua
demonstracao. Porém, os avaliadores encontraram um erro na demonstragao. Depois
de cerca de dois anos de estudo e com a ajuda de Richard Taylor, foi apresentada a
demonstragao correta, tornando Wiles um dos matematicos mais conceituados da
histéria da matemaética.

Para concluir, no sexto capitulo sera descrito as consideragoes finais do trabalho,
evidenciando que nao hé solugoes inteiras para a equagao z" + y" = 2" paran = 3
en =4, com x,y,z # 0, que, de acordo com defini¢oes, proposigoes e teoremas
concernentes aos nimeros inteiros a ao anel Z[w], se ajustaram como alicerce para as
demonstragoes do Ultimo Teorema de Fermat para os casos citados.
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Pierre de Fermat - O principe dos
amadores

Figura 2.1: Imagem de Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665), filho do rico mercador de peles, Dominique de
Fermat, pode receber uma educagao excepcional, primeiramente no Mosteiro Francis-
cano de Grandselve e posteriormente na Universidade de Toulouse. Pierre de Fermat
ingressou no servico publico em 1631.

No ano de 1652 Fermat foi promovido a Juiz Supremo na Corte Criminal Soberano
do Parlamento de Toulouse. Neste mesmo ano Fermat ficou doente e houve até
relatos afirmando que ele havia evoluido para débito.

Ao se averiguar a obra matematica de Fermat, nota-se com facilidade a esséncia
amadora dominante em seus trabalhos. Sem formacao matematica, durante sua
vida ativa, nao fez nenhum registro de publicagoes e nao fez nenhuma apresentacao
sistémica de seus achados e de sua metodologia. A matematica se apresentou de
forma padrao como a fundamental ocupacao em sua vida.
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Fermat tinha por profissao Jurisprudéncia e magistrado, dedicou ao estudo da
Matematica somente em suas horas de folga como lazer e, ainda assim, se destacou
como o maior matematico da ocasiao, sendo visto como o principe dos amadores.

No século XVII a matematica se recuperava da Idade das Trevas, assim sendo,
nao é de se surpreender o costume amador dos trabalhos de Fermat. Contudo, sendo
ele um amador, pode-se dizer que era o melhor deles, de acordo com exatidao e a
seriedade de seus estudos.

Gundlach (2001), salienta que na época de Fermat (século XVII) a mateméatica
era discutida por meio de cinco temas principais:

a) A geometria analitica de Fermat (1629) e Descartes (1637);
b) O célculo infinitesimal de Newton e Leibniz;

¢) A analise combinatéria (1654). Particularmente com os trabalhos de Fermat e
Pascal, que delineiam o calculo de probabilidade;

d) A aritmética superior, de Fermat (1630-1665);

e) A dinamica de Galileu (1612) e Newton (1666-1684) e a gravitagao universal
de Newton (1684-1687);

Fermat precede Descartes na geometria analitica. A metodologia utilizada por
Fermat é mais simples do que as de Descartes. No ano de 1629 Fermat j& apresenta,
a equagcao geral da reta, da circunferéncia e de certas conicas. Fermat divulgou em
1639 uma nova metodologia para determinar as tangentes, estudo que induziria aos
méaximos e minimos. Especialmente, Fermat estabelece em (1657, 1661) o principio
do tempo minimo, da dptica, que se tornou o primitivo dos maiores principios
variacionais da fisica.

Fermat também se destaca no campo do célculo de probabilidades. Antoine
Gombaud, o escritor francés incomodado com algumas dificuldades proporcionadas
em alguns modelos de jogos de azar, envia os mesmos para Pascal, que juntamente
com Fermat, buscam resolver as questoes propostas, momento em que Fermat corrigiu
determinadas falhas cometidas por Pascal.

Contudo, observa-se que Fermat tinha preferéncia pela teoria dos ntimeros, na
qual se dedicava com devocao. Sempre impulsionou consideravelmente a aritmética
superior moderna; exercendo, de tal modo, ampla influéncia sobre o desenvolvimento
da dlgebra. Gracas a Fermat o teorema inédito, evidente pela concepc¢ao, que transpos
sem embargo a histéria da matematica foi classificado como o ™iltimo teorema de
Fermat”.

2.1 O ultimo Teorema de Fermat

Considerando-se a equacao z" + y" = 2", Fermat estabeleceu que nao existem
valores inteiros para x, y e z que a satisfagam, quando n é um ntmero inteiro e maior
do que 2.
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A proposito de sua demonstracao, Fermat escreveu a margem de um exemplar da
edi¢do preparada por Méziriac (1581-1638) das obras do matemadtico grego, Diofanto
(século. IIT dc).

Muitas foram as davidas sobre a veracidade. Por um longo periodo de tempo,
mais de trés séculos, os ilustres expoentes da Matematica, entre eles Euler e Gauss,
dedicaram-se ao tema.

Com o avanco da tecnologia e apds a chegada dos computadores, testaram
inimeros algarismos com distintos valores para z, y, z e n e a igualdade x™ +y™ = 2"
nao se verificou.

Nesse trabalho de conclusao de curso, serao apresentadas demonstracoes para os
casosn=3en =4

Esse teorema foi demonstrado em 1995 por Andrew Wiles.

2.1.1 Parte historica do teorema

Fermat (1601- 1665) em seus ultimos estudos escreveu um enunciado, conhecido
e popularizado como o Ultimo Teorema de Fermat. Ele préprio nao o demostrou e
sua solucao permaneceu em aberto por mais de 350 anos .

Este teorema pode ser considerado uma generalizagao do Teorema de Pitagoras,
que diz que o quadrado da hipotenusa ¢é igual a soma do quadrado dos catetos.
Tomando x e y como catetos e z como hipotenusa, a expressao que origina essa
relacao é: x? + y? = 22

Encontrar ntimeros inteiros que satisfacam a equagao do Teorema de Pitagoras
2% + y? = 2% é relativamente simples, mas, ao mudar a poténcia de dois para trés
(do quadrado para o cubo), essa tarefa parece impossivel. Na equacao de Pitdgoras,
o desafio era rearrumar os ladrilhos de dois quadrados para formar um terceiro
quadrado maior.

9 + 16 = 25

Figura 2.2: Exemplo: O quadrado de 9 = 32 ladrilhos pode ser somado
ao quadrado de 16 = 42 ladrilhos, formando um terceiro quadrado com
25 = 52 ladrilhos.

Na versao “ao cubo” o desafio é rearrumar dois cubos para formar um terceiro
cubo maior. Aparentemente, para quaisquer cubos escolhidos como ponto de partida,
quando eles sao combinados, o resultado ou é um cubo completo, com alguns cubos
menores sobrando, ou um cubo incompleto. O mais proximo que alguém ja chegou
de um arranjo perfeito foi aquele em que sobra ou falta um tijolo.
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Figura 2.3: Exemplo: O primeiro cubo possui 216 (63) cubinhos e o
segundo possui 512 (8%) cubinhos. Rearrumando-os em um terceiro cubo,
o total de cubinhos ¢ 728, faltando assim, apenas um para completar (9?).

Além disso, ao trocar o expoente 2 da equacao de Pitdgoras por qualquer nimero
inteiro maior, a busca por solugoes deixa de ser um problema relativamente simples
e se torna um desafio impossivel.

Fermat tinha hébitos de fazer anotacoes informais sobre seus estudos experimentais
e, nas margens de seu exemplar do livro Aritmética de Diofanto, o mesmo fez a
espantosa afirmagao de que nao existiriam solugoes para essa equagao:

E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos, ou uma quarta
poténcia ser escrita como uma soma de dois numeros elevados a quatro, ou, em
geral, para qualquer numero que seja elevado a uma poténcia maior do que dois ser
escrito como a soma de duas poténcias semelhantes. Fu tenho uma demonstracao
realmente maravilhosa para esta proposicao, mas esta margem é muito estreita para
conté-la.”

De tal modo, o Ultimo teorema de Fermat afirma que:

Nao existe solucoes inteiras para a equacao
para n mator que 2, com x,y,z # 0.

A anotacao de Fermat foi satisfatéria para diferentes geracoes de matematicos
envolvidos na tentativa de resolver o problema ou de demonstrar que ele é falso.
Virias tentativas para solugao do problema foram apresentadas, porém sem o sucesso
aguardado. Contudo, sobrevieram importantes implicagbes para a matematica e para
as ciéncias em geral.

Inicialmente todos questionavam sobre como Fermat chegou a demonstracao
do teorema, uma vez que ele nao deixou quase nada registrado em seus estudos.
Hoje se sabe que, para tal demonstracao, é necessario o uso de uma ferramenta
matematica que nao estava disponivel no século XVIII. Assim sendo, a desconfianca
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se verdadeiramente Fermat teria descoberto uma demonstragao para o teorema,
se torna plausivel e foi essa duvida que incentivou geracoes de matematicos a se
comprometerem na solugao, produzindo material académico que aprimorou o campo
da matematica.

Varios matematicos obtiveram provas do teorema para fatos particulares: Peter
Barlow (1811) para n=4, Peter Dirichlet (1825) para n=4 e n=14, Andrie-Marie
Legendre para n=>5, Gabriel Lamé (1839) para n=7, em meio a outros. Além disso,
no século XX, alguns mateméticos como Sophie Germain, Ernst Kummer e Carl
Friedrich Gauss, fizeram abordagens procurando demonstrar o teorema em faixas
exclusivas de nimeros. No meio dos mais reconhecidos, temos Leonhard Euler (1707-
1783), um dos grandes matematicos do século XVIII, que foi o primeiro a obter avango
acerca do teorema, demonstrando o caso para n=3, até chegar em Andrew Wiles
(1953), o matematico que em 1995 provou o tltimo teorema de Fermat.(SINGH,2012).

Embora versado como principal e ser considerado o responsavel pela sua de-
monstracao, Andrew Wiles permanece bem longe de ser o exclusivo enredado no
procedimento. A prova do teorema é consequéncia de anos de incremento da ma-
tematica e tarefas de multiplos estudiosos. O documentario “O ultimo teorema de
Fermat” (Fermat’s Last Theorem, 1996) exibe partes do envolvimento e dos achados
feitos por diferentes matematicos que contribuiram direta ou indiretamente.

O problema era tao interessante que foram ofertados prémios para o vencedor do
desafio, que chegou ao maior valor em 1908, 100.000 marcos (aproximadamente R$
340.000,00), oferecida como premiagao pelo professor Paul Wolfskhel ao individuo
que obtivesse uma demonstracao valida para o teorema. Tal premiacao foi um grande
incentivo para que os matematicos da ocasiao se dedicassem firmemente ao problema.

O matemaético inglés Andrew Wiles impetrou o feito empregando como fundamento
uma teoria criada pelos matematicos Yutaka Taniyama e Goro Shimura (versada
como conjectura Taniyama-Shimura) acerca de equagoes elipticas. As provas foram
apresentadas numa conferéncia internacional em Hong Kong, cujo titulo foi: Formas
modulares, curvas elipticas e representacgoes galoisianas. Compete elucidar que Wiles
empregou consideragoes matematicas avancadissimas, com as quais Fermat nem

poderia ter imaginado. (SINGH, 2002).



Preliminares Algébricos

Este trabalho tem como objetivo demonstrar o Ultimo Teorema de Fermat para
os casos em que n = 3 e n = 4. Para isso, precisamos de ferramentas algébricas das
quais apresentaremos neste capitulo. As defini¢oes, teoremas e exemplos nele contido,
foram transcritas de [9], [10] e [11].

3.1 Aritmética

Uma das propriedades importantes dos nimeros inteiros (Z) é a divisibilidade.
Mesmo nao existindo inverso multiplicativo para todo inteiro, conseguimos obter
caracteristicas interessantes.

Definigao 3.1: Dados a,b € Z, dizemos que a divide b e escrevemos a|b, quando
existir c € Z tal que b=a - c.

Se a nao divide b, notacionamos por a { b. Por exemplo, 21 3.

Se alb, pela definigao acima temos que b = a - ¢ e podemos dizer que:
e a ¢ divisor de b;
e b é multiplo de a.

Exemplo 3.1.1: Sejaa=7e b =28, como 28 =7 -4 temos que 7 é divisor de 28 e
28 é muiltiplo de 7.

Proposigao 3.1: Dados a,b,c € Z, tais que alb e alc, entdo a|(mb+nc), para quaisquer
m,n € 7.

Demonstracao. Sejam a,b,c € 7Z tais que a|b e alc, entdo existem 1,29 € 7Z
tais que b = ar; e ¢ = axy. Multiplicando ambas as equagoes por m e n
respectivamente, temos:

mb = maz, (3.1)
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ne = naxs (3.2)

Somando (3.1) e (3.2) lado a lado, obtemos:
mb + nc = maz, + nary = a(mx; + nxs). Logo, a|(mb + nc). O

Exemplo 3.1.2: Dado os inteiros 2,8 e 26; como 2|8 e 2|26, pela proposigdo anterior
temos que 2[(3 -8 + 5 - 26) que implica em 2|154.

Mesmo um numero inteiro a nao dividindo o ntmero inteiro b # 0, podemos
sempre efetuar a divisao de a por b, usando o chamado Lema da divisao de Euclides,
enunciado abaixo.

Teorema 3.1 (Lema da divisao de Euclides): Sejam a e b inteiros com b > 0. Entao
existem inteiros ¢ e r tais que a = bg + r onde b > r > 0, onde ¢ e r sao Unicos.

Demonstracao. Existéncia: Considere o conjunto S = {a — bklk € Z e a — bk > 0}.
Se 0 € S, existe g € Z tal que a—bg = 0. Fazendo r = 0 o algoritmo esté provado.
Se 0 ¢ S vamos aplicar o Principio da Boa Ordenagao' (PBO). Para isso temos
que provar que S # ().

Sea>0,a—b0=a>0,entao S # (.

Se a <0, a—b2a=a(l—2b) >0 eentao S # 0.

Pelo PBO, S possui um menor elemento que chamaremos de r. Assim, existem
q,r € Z tais que a — bg = r, r é o menor elemento de S e r > 0. S6 falta provar

que r < b.
Ser=>
a—bg=r=>»
a—bg=">
a—bg+1)=0
Isto indica que 0 € S, o que nao acontece neste caso.
Ser>b
a—bg=r>0
a—bg—b>0

a—0blg+1)>0

Isto indica que a — b(g + 1) pertence a S o que é um absurdo pois é menor que
r =a — bg e r é o menor elemento de S.
Unicidade: Suponha que existam ¢, ¢',r,r’ tais que

a=>bg+r=>bq +1r

com 0 <r,r <b. Como
r—r=>b(q —q)

1O Principio da Boa Ordenacao nos garante que todo subconjunto nao vazio de inteiros positivos,
possui um menor elemento. Sua prova pode ser verificada em [10].
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temos que b|(r" — 7). Mas como " — r < b concluimos que " —r =0, 7" =r e
qg=4q. n

Notagao: ¢ sera chamado quociente e r sera chamado de resto da divisao de a
por b.

Exemplo 3.1.3: Se a =34 e b =7 o algoritmo diz que 34 =7 -4 + 6; para a = —49
e b= 6, o algoritmo de Euclides diz que —49 =6 - (—9) + 5.

Definigao 3.2: Dados a,b,c,d € Z com d > 0, dizemos que d é um mdximo divisor
comum (mdc) de a e b se possuir as seguintes propriedades:

e dlaed|b
e Se cla e c|b, entao c|d
Notagao: mdc(a,b) = d ou (a,b) =d

Exemplo 3.1.4: Dados a = 36, b = 16, ¢ = 2 e d = 4, temos que mdc(36,16) = 4.
De fato, pois 4|36 e 4|16; e, pela definigdo acima temos que se 2|36, 2|16 entao 2|4.

Definigao 3.3: Dados a,b € Z dizemos que a e b sao primos entre si, coprimos, ou
relativamente primos, se mdc(a,b) = 1.

Exemplo 3.1.5: 20 e 21 sdo coprimos, pois, mdc(20,21) = 1.

Lema 3.1: Sejam a,bjn € Z. Se existe mdc(a,b — na), entao mdc(a,b) existe e
mdc(a,b) = mdc(a,b — na).

Demonstracao. Seja d = mdc(a,b — na). Como d|a e d|(b — na), segue que
d|(b — na + na) = d|b. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha que c|a e
c|b entdo como ¢ é um divisor comum de a e b — na, temos que ¢|(b—na+na) =b
e, consequentemente, c|d. Logo, d = mdc(a,b). O]

Exemplo 3.1.6: Vamos calcular o (637,3887).

Note que 3887 = 6 - 637 4+ 65. Assim, pelo Lema anterior temos
(637,3887) = (637,65). Mas 637 = 65 - 9 + 52, e pelo mesmo lema (637,65) = (65,52).
Novamente, por 65 = 521+ 13 temos (65,52) = (52,13) = 13. Logo, pelo Lema (3.1)
(637,3887) = (637,65) = (65,52) = (52,13) = 13.

Teorema 3.2 (Bachet-Bézout): Sejam a,b € Z nao ambos nulos. Entdo existem
x,y € 7 tais que ax + by = mdc(a,b).

Demonstracao. Sejam a,b € Z, com b # 0. Consideremos o conjunto I(a,b) =

{az + by|z,y € Z}.Seja d = axy + byy o menor inteiro positivo em I(a,b). Assim,

existe pelo menos um inteiro positivo em I(a,b); de fato, |b| € I(a,b).
Afirmacdo: d divide todos os elementos de I(a,b).

De fato, dado m = azx + by € I(a,b) e q,r € Z tais que m = gd+r com 0 < r < d.
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Temos que r =m —qd =a-(x —qrog) +b- (y — qyo) =1 € I(a,b), e, como d é o
menor inteiro positivo em I(a,b), entao r = 0.

Dai, como a,b € I(a,b) (basta escolher (z,y) = (1,0) e (x,y) = (0,1), respecti-
vamente), temos que d divide a e b. Portanto, d < mdc(a,b). Por outro lado,
mdc(a,b) divide a e b, de modo que mdc(a,b) divide d e, juntamente com a
desigualdade d < mdc(a,b), concluimos que mdc(a,b) = d. ]

Exemplo 3.1.7: Sejam a = 20 e b = 35, temos que (20,35) = 5. O teorema anterior
nos garante que existem z,y € Z tais que ax + by = mdc(a,b). De fato, se z =2 e
y = —1 temos que 20 -2+ 35- —1 = 5 = mdc(20,35).

Proposicao 3.2 (Lema de Gauss): Sejam a, b e ¢ ndmeros inteiros. Se albc e
mdc(a,b) = 1, entao alc.

Demonstracao. Se albe, entdo, existe e € Z, tal que bc = ae. Como mdc(a,b) = 1,
pela Identidade de Bezout (3.2) existem z e y inteiros, tais que

ar + by = 1.
Multiplicando ambos os lados da equacao acima por ¢, temos:

c = c(ax +by)) = ¢ = cax + cby

Substituindo bc por ae nesta ultima igualdade temos que ¢ = cax + aey, ou seja,
¢ = a(cx + ey), com cx + ey € Z. Portanto, alc. O

Exemplo 3.1.8: Sejam a =4, b=3 e ¢ =4, temos que 4/12=2-6, mas 412 ¢ 416.
Além disso, (4,2) = (4,6) = 2 ja que 4|12 e 12 = 3 - 4. Como (4,3) = 1, pelo lema
acima, 4[4.

Proposicao 3.3 (Lema de Euclides): Dados a,b,p € Z, com p primo. Se p|ab entao
pla ou p|b.

Demonstragao. Suponhamos que p 1 a. Entdao mdc(p,a) = 1. Como plab e
mdc(a,p) = 1, pelo Lema de Gauss (3.2), temos que p|b. A demonstracao é
andloga para quando p 1 b. Logo, pla ou plb. O]

Corolario 3.1: Se p é primo e plajas - - - a, entdo pla;, para algum 1 < i < n.

Demonstragao. Suponha que p | ay - ag---a,_1 - a, com p primo e a; € Z para
ie{l,---n}.

Vamos provar por indugao.

Se p | ajay, temos pelo teorema anterior que p | a; ou p | as.

Suponha agora que sempre que p divide um produto de n — 1 inteiros, p divide
um dos nimeros. Em simbolos: p | a;---a,—1 com a; € Z, entdo p | a; para
algum j.
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Considere agora que p | a;---a,—1 - a, om a; € Z e chame b = a; -+ a,_;.
Assim p | b+ a,. Como b € Z, teremos p | a,, ou p | b.

Se p | ay, ja chegamos onde queriamos demonstrar.

Se p | b, por indugao teremos que p | a; para algum i € {1,--- ;n — 1}. O

Teorema 3.3 (Teorema Fundamental da Aritmética): Seja a > 1 um inteiro positivo.
Entao a é primo, ou existem ntmeros primos positivos p; < py < --- < p; tais que
a = p1ps ... p; € essa decomposicao é unica.

Demonstracao. FEuxisténcia: Para a = 2 existe uma decomposicao trivial em
nimeros primos, ja que 2 é, ele préprio, um ntmero primo. Suponhamos agora
que existe uma decomposicao para todo inteiro b tal que 2 < b < a. Mostraremos
que também vale para a.

Se a é primo, admite a decomposicao trivial. Caso contrario, a admite um
divisor positivo b tal que 1 < b < a. Isto é, a = bc e temos também ¢ < a. Pela
hipotese de inducao, b e ¢ podem ser escritos como produtos de primos, na forma

b=pip2...ps e C=qq2- -Gk

Substituindo, temos
a=pip2...Psq1q2 - . - 4k

e o resultado também vale para a.

Unicidade: Dado um inteiro a ele poderia admitir, em principio, mais de
uma decomposicao em produto de fatores primos. Suponhamos que a admita
duas decomposicoes da forma

a=Dp1=4q1q2-..4s

onde p; é primo, e ¢; < g < - -+ < ¢ sao primos. Como ¢; divide q1¢> . . . g5 entao,
também divide p; que é primo. Entao, devemos ter p; = ¢;. Portanto obtemos

1=g¢gs...qs

Se s > 1 terfamos que o primo ¢o seria invertivel, uma contradicdo. Assim, s = 1
e, como ja provamos que p; = ¢; o primeiro passo de inducao esta verificado.

Suponhamos agora o resultado verdadeiro para todo inteiro que admita uma
decomposicao de comprimento k e seja ¢ um inteiro com uma decomposicao de
comprimento k + 1. Se a admitir outra decomposicao, temos

a=pip2---Pk+1 = q1G2---qs

em que ¢; < ¢ < --- < g5 sao primos. Como na primeira parte, ¢; divide
P1P2 - - - Prt1, temos pelo corolario 3.1 que ¢; divide p; para algum i. Como p; é
primo, devemos ter novamente que ¢; = p;. Em particular, ¢; < p;. De forma ana-
loga, pode-se obter que p; = ¢; para algum j. Logo, p1 < ¢;. De ambas as desigual-
dades, vem que p; = ¢;. Finalmente, cancelando em a = p1ps ... pky1 = Q12 - - - Qs
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temos que
P2.--Pkr1=9q2---Gs

Agora, o primeiro membro da igualdade tem uma decomposi¢ao de compri-
mento k logo, da hipdtese de inducao, admite uma tinica decomposicao. Assim,
temos k =s—1deonde s=k+1ep, =q, parai=2,... k+ 1. Como ja
provamos que p; = ¢, ambas as expressoes de a coincidem. O

Assim para todo a > 1 existem ¢; < ¢o < -+ < ¢, primos e a; -, - - - ,a,, € N—{0}
tais que a = p7'py? - - - por, que chamamos de fatoragdo canonica de a em primos.

Exemplo 3.1.9: Seja a = 68. Como 68 nao é primo, pelo Teorema Fundamental
da Aritmética ele pode ser decomposto em primos, de uma tnica maneira. De fato,
68 = 22 - 17.

Uma definicao importante em Z ¢ a relagao de congruéncia, que veremos a seguir.

Definigao 3.4: Seja n € Z'. Dizemos que dois nimeros a e b (a,b € Z) sao congru-
entes modulo m, se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais.
Notagao: a = b(mod m)

Exemplo 3.1.10: Temos 7 = 4(mod 3), pois o resto da divisao de 7 por 3 e de 4 por
3 sao ambos 1.

Note que a = b(mod m) se e s6 se m|(a — b). De fato, se a = b(mod m) temos
que

a=qm-++r
b=q¢gm+r

com 0 <r < m. E, efetuando a — b, temos a — b = (¢; — q2)m. Logo, m|q1 — go.
Agora, se m|(a — b) temos a — b = mk, para algum k € Z. Efetuando a divisao

a=qgm+rieb=qgm-+rycom0<ry,rp<m

que implica em a — b = (q1 — g2)m + 1 — ro. Como m|(a —b), r; — o = 0. Portanto,
r = To.

Exemplo 3.1.11: 11 = 23(mod 4), pois 23 — 11 = 12 e 4|12.

3.1.1 Trio Pitagorico

Os trios de niimeros (a,b,c) com a,b,c € Z que satisfazem a equagao a? + b* = ¢?
sao denominados trios ou ternos Pitagoricos. Nesta secao iremos encontrar todos os
trios Pitagoricos.

Se existir um p primo tal que pla e p|b entao pla® e p|b*. Dai, p|(a® + %) = e
consequentemente, plc, pois p é primo. Logo, (%,g, 1%) também é um trio pitagorico,
0 que nao acontece se a, b e ¢ sao primos entre si. Um trio pitagorico em que os
termos sao dois a dois primos entre si é chamado trio pitagorico primitivo.
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Assim, quando o trio pitagérico é primitivo, a e b nao podem ser pares a0 mesmo
tempo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a é impar. Sabemos que
todo nuimero n pode ser escrito como 2k ou 2k 4+ 1, com k € Z. Deste modo,
n? = (2k)> = 4k* = 0 (mod 4) ou n* = 2k +1)> = 4k* + 4k + 1 = 1 (mod 4).
Dali, segue que todos os quadrados perfeitos sao congruentes a 0 ou a 1 mddulo 4.
Portanto, b nao pode ser impar, pois se for, ¢ = a®> + 0> = 1+ 1 = 2 (mod 4).

Absurdo! Portanto, b é par. Logo, a é impar, b é par e, consequentemente, ¢ é impar.
Por outro lado, v = ¢ — a* = (¢ + a)(c — a). Como mdc(a,c) = 1 entdo
pelo lema 3.1 temos que mdc(c,c + a) = mdc(e, — ¢+ ¢+ a) = mde(c,a) = 1 e

mdc(c+ a,c — a) = mdc(c — a,c+ a — (¢ — a)) = mde(c — a,2a) = 2, ja que a é impar
e ¢ —a é par. Assim, mdc (CJFT“, %) = % = 1 ou seja, sao coprimos e seu produto é

um quadrado perfeito, pois

b 2_62—(L2_ c+a c—a
2) 4\ 2 2 )
Pelo Teorema Fundamental da Aritmética (3.3), cada um desses fatores devem

ser o quadrado de um nimero natural, pois se (9)2 = ¢=a® _ (CJF—“) (ﬂ) entao

2 1 2 2
(CJFT“) (%) ¢ um quadrado perfeito. Com efeito, g =p1-Po- P3P, onde p; S0

primos, com i = 1,23,--- ,n entdo (2)” = p?-p2 - p?---p2. Dai (£2) (52) =

p?-pi-pi---p2. Logo CJ“T“ e 5% sao quadrados perfeitos.
. . _ . 2
Dessa forma, existem m e n tais que <% = m? e <52 = p?. Assim, & = m?-n? =

b = 4m*n? = b = 2mn, com mdc(m,n) = 1.
Escrevendo a,b e ¢ em termos de m e n, temos:

_ 2.
(c—ga)—l—(cza) = 202m2+n2:>c:m2+n2

Dali,

2 2
C;a:m +;L +a:m2:m2+n2+a:2m2:a=m2—n2

Portanto, a = m? —n?, b = 2mn e ¢ = m? + n?.

Exemplo 3.1.12: Os nimeros a = 3, b = 4 e ¢ = 5 formam um trio pitagérico
primitivo. De fato, considerando m = 2 e n = 1 temos que 3 = m? —n?, 4 =2mn e
5 = m? +n?, o que satisfaz a demonstracao anterior.

3.2 Anéis

Em matematica, mais especificamente na &algebra abstrata, um anel é uma
estrutura algébrica que consiste em um conjunto nao vazio, associado a duas operagoes
bindrias, normalmente chamadas de adigao e multiplicacao; em que cada operagao
combina dois elementos para formar um terceiro.

Para se qualificar como um anel, o conjunto e suas duas operagoes devem satisfazer
determinadas condi¢oes. Vejamos abaixo:
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3.2.1 Definicoes e propriedades

Definigao 3.5: Um conjunto A # () munido de duas operacoes + e -, tal que

+:AxA— A

(CLl,CLz) — a1 + a9

S AXA— A

(al,ag) = aj - as

é um anel se satisfaz as seguintes condicoes:

1. Comutatividade da soma: ¥ x,y € A, temos

rT+y=y+zx

2. Associatividade da soma: ¥ x,y,z € A, temos

(z+y)+z=z+(y+2)

3. Elemento neutro da adi¢cao: ¥ x € A, 3 e € A tal que
r+e==x
Notagao: e =10
4. Elemento simétrico: ¥ x € A, Iy € A tal que
r+y=e=x+y=0
Notagao: y = —x
5. Associatividade da multiplicacdo: ¥ x,y,z € A temos
(x-y) - z=z-(y-2)
6. Distributividade da multiplicagao em relagao a soma: ¥V x,y,z € A temos
r-(y+z2)=x-y+x-z
(y+z2)-z=y-r+z2-x

Notagao: (A, + ,)
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Exemplo 3.2.1: O conjunto dos inteiros Z com adicao e a multiplicacao usuais é um
anel.

Podemos observar que a multiplicacao nao necessita ser comutativa.

Definigao 3.6: Quando em um anel A, a multiplicacao é comutativa, dizemos que A
é um anel comutativo.

Um anel nao necessita ter elemento neutro da multiplicacao (isto é, um elemento
y tal que xy = yr =z ¥V o € A). Este elemento, quando existir, serd denotado por 1
e chamado de identidade do anel A.

Definicao 3.7: Quando um anel A possui o elemento neutro da multiplicacao dizemos
que A é um anel com unidade.

Exemplo 3.2.2: O anel Z é um anel comutativo com unidade. Note que o elemento
neutro da multiplicacao é 1.

Os elementos nao nulos de um anel nao necessariamente precisam possuir um
inverso multiplicativo, (isto é, y é inverso multiplicativo de x se s6 se xy = yxr = 1).
Por exemplo, 2 € Z nao possui inverso, pois nao existe inteiro y tal que 2y = 1.

Definicao 3.8: Os elementos de um anel A que possuem inverso multiplicativo sao
chamados invertiveis de A ou unidades de A.

Usaremos a notagao U(A) = {z € A | z é uma unidade de A} para o conjunto
das unidades de um anel A.

Exemplo 3.2.3: Vamos encontrar as unidades de Zg.

Note que se x € Z é unidade, existe 7! € Z tal que - 27! = 1.

Assim 27! = 1 e, portanto, x = £1.

Logo U (Z) = {-1,+ 1}.

Teorema 3.4 (Propriedades:): Sejam a,b e ¢ elementos de um Anel A. Entao:
1. Sea+b=a+centao b=c
2. O elemento neutro aditivo é unico.

3. O inverso aditivo é tnico.

7. alb—c)=ab—ace (b—c)a=ba—ca

Se A tem unidade 1 entao
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8. (-la=a
9. (-1)(-1)=1
10. O elemento neutro da multiplicagao é 1inico.

11. O inverso multiplicativo é tinico.

Demonstracao.

1. Basta somarmos aos dois lados da igualdade, o simétrico de a.
a+b=a+c=>—-at+a+b=—-a+a+c=>b=c

2. Suponha que e; e ey sao elementos neutros da soma.

Como e é elemento neutro,
€1+ eg = eo.
Mas e, também é elemento neutro, entao
€1+ e =eq.

Temos, portanto
€1+ e = e9

e1+ e =e.
Logo e; = e5 e 0 elemento neutro da soma ¢é inico.

3. Suponhamos que a € A possua dois inversos aditivos a; e as. Entao
at+ar=a+a=0=—-a+a+a =—a+a+a = a; = ao.

Portanto, o inverso aditivo da soma é tnico.

4. Pela distributividade temos a-0 = a(0+0) = a-0+a-0. Pelo cancelamento
em 1, temos que a -0 = 0.
Analogamente, 0 - a.

5. Queremos provar que a(—b) é o simétrico de ab. Para isso, basta somar

a(—b) 4 ab e verificar se o resultado é zero. Como a(—b) + ab = a(—b+b) =
a -0 =0, segue o resultado.

A demonstragao é andloga para provar que (—a)b é o simétrico de ab.
6. Pelo item anterior (—a)(—b) = — [a(—=b)] = — [—ab]. E facil ver que —(—a) =
a para todo a em A, e assim (—a)(—b) =a-b.
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7. Pelas propriedades anteriores temos
a(b—c) =a(b+ (—c)) = ab+a(—c) = ab+ (—ac) = ab— ac

8. Pela propriedade 5 temos que (—1)a = —(la) = —a
9. A demonstracao é direta pela propriedade 6.

10. Suponhamos que existam duas unidades em A: 1 e b. Pela defini¢ao de
unidade teremos 1 =1-b=15

11. Suponhamos que b e ¢ sejam inversos multiplicativos de a. Assim, ba = ab =
ac=ca=1eb=>bl =bac = 1c = c. Logo, b = ¢ e portanto, o inverso
multiplicativo é dnico.

]

Exemplo 3.2.4: O anel 2Z = {2k | k € Z} com a soma e o produto, é um anel
comutativo sem unidade.

3.2.2 Subanéis

Nesta subse¢ao vamos estudar os subconjuntos de um anel.

Defini¢ao 3.9: Um subconjunto S de um anel A é um subanel de A se S for um anel
com as operagoes de A.

Exemplo 3.2.5: (Z,+,-) é um subanel de (Q,+, ), (Q,+, -) é um subanel de (R, +, -)
e (R,+,-) é um subanel de (C,+,-).

Para facilitar a verificagao se um subconjunto S de um anel A é um subanel, ha
um teste que diz que podemos apenas verificar se para todo a,b € S, a—b e S e
ab € S, que é provado no teorema abaixo.

Teorema 3.5 (Teste de subanel): Seja S # () um subconjunto de A. S é um subanel
de A se for fechado para a soma e a multiplicacao, ou seja, se Va,b € S,a—be S e
ab e S.

Demonstracao. As propriedades comutativa, associativa e distributiva sao validas
para A, como S C A entao também sao validas para S.

Por hipétese, se a e b € S entao ab € S. Como S # (), tome z € S. Por hipitese
xr—x=0¢€S. Também por hipdtese, 0 —a = —a € S Va € S. O

Exemplo 3.2.6 (Inteiros de Gauss): Os inteiros de Gauss é o anel Z[i] definido por
Zli) ={a+bi|a,b € Z} . Vamos mostrar que Z[i] é um subanel de C.
De fato, Z[i]| # 0 e Z[i] C C, além disso

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i € Z]i]
(a+bi) — (c+di) = (a—c)+ (b—d)i € Z[i].

Pelo teorema 3.5, Z[i] ¢ um subanel de C.
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3.2.3 Dominio de Integridade

Nesta secao trabalharemos com um anel especial, dito Dominio de Integridade.

Definigao 3.10 (Divisor de zero): Um elemento nao nulo a em um anel comutativo
A é chamado um divisor de zero se existe um elemento b nao nulo em A tal que
ab = 0.

Exemplo 3.2.7: Vamos definir o anel Z,,. Note que a relacao de congruéncia em 7Z
definida em (3.4) é uma relacdo de equivaléncia. A classe médulo m de a € Z é, por
definicao

a={b€Zla=b modm}, ou ainda,
a={beZlb=a+km}

Pela divisao Euclidiana, podemos ver que, em moédulo m temos m classes distintas,
a saber 0,1,2,--- ,m — 1.

O conjunto quociente? dessa relacao é notacionado por Z,,.

Ly ={a|a€cZ}
Ly ={0,1,--+ ,m—1}

Em Z,, definimos duas operacoes :

Soma: a®b=a+b
Multiplica¢io: a®b=a-b

Pode-se verificar (Z,,, ®,®) é um anel comutativo com unidade. (veja [10]).

2-3=0¢2,3#0. Assim, 2 e 3 sao divisores de zero em Zg.
Defini¢ao 3.11 (Dominio de integridade): Um anel comutativo com unidade é
chamado de dominio de integridade ou simplesmente dominio se ele nao tem nenhum

divisor de zero.
Assim, num dominio de integridade ab=0<a=0o0ub=10

Exemplo 3.2.8: Z[z] é um dominio de integridade.
De fato, sejam
flz) =a9+ a1z + -+ aza”

g(x) =by+ bz + -+ bpz™

em Z[z] tal que f(z)g(x) = 0.
Suponha que f(z) e g(z) ndo sdo nulos. Tome a;, € Z de modo que iy seja 0 menor
coeficiente de f(x) tal que a;,. Analogamente, tome b, em g(x) tal que jo é o menor

2Conjunto quociente de uma relacao de equivaléncia é o conjunto das classes de equivaléncia.
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indice tal que bj, # 0. Se f(x)g(x) = co + 12 + c22® + -+ + ¢ ™™ teremos pela
nossa escolha de ¢y e jo que ¢;y+4, = a;,bj, 7 0. Absurdo!
Logo f(z) ou g(z) é nulo.

3.2.4 Ideais
Ja sabemos o que é um subanel, mas entre eles ha alguns que possuem uma

caracteristica bem interessante, os chamados ideais.

Definigao 3.12 (Ideal): Um subanel / de um anel A é um ideal de A se para todo
ac€Aetodoxel, zaeleaxel.

Assim, um subanel de um anel A é um ideal se ele “absorve”os elementos de A,
isto é, al C I e Ia C I paratodoaem A .

Teorema 3.6 (Teste para saber se é ideal): Um subconjunto nao vazio de um anel
I é um ideal de A se :

l.a—-bel,Vabel
2. xa e ar estao em [ quandoa € Aex € [

Definigao 3.13: Seja A um anel comutativo com unidade e x € A. O conjunto
() ={ax | a € A} é um ideal de A e chamado ideal gerado por z.

De fato (z) é um ideal, note que para todo b € A temos by € (x) para todo
y € (x), jAd que y = ax para algum a em A, e by = b(az) = (ba)z.

Além disso, para todo y,z € (x) temos y = ax,z = bx para a e b em A. E
y—z=ax —bxr = (a—b)x e (z). Logo, pelo teste acima, (z) é um ideal de A.

Todo ideal deste tipo é dito Ideal Principal.

Exemplo 3.2.9: O ideal de Z, 47 é principal pois, 4Z = (4) = {4t | t € Z}.

Ideais Principais sao ideais muito importantes na teoria de anéis, aparecendo
em diversos contextos. No decorrer do trabalho, vamos estudar um dominio dito
Dominio de Ideias Principais.

3.2.5 Anel Quociente

Nesta secao vamos estudar um anel, dito anel quociente. Ele é estabelecido a
partir de uma relacao de equivaléncia. Assim, para sua construgao, considere um
anel A e I um ideal de A. Defininimos em A a relacao:

r~ysr—yel
E fcil ver que ~ ¢é uma relacao de equivaléncia:
l.x~zpoisr—xz=0¢€1

2. Se x ~ y entao y ~ x pois se r —y € I implicaem y —z = —(x —y) € I por
que I é um ideal.
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3. Sex~yey~zentaoxr ~ z,poissexr —y € [ ey — z € I, somando temos
que = — z € I pela definicao de Ideal.

Assim, como toda relagao de equivaléncia determina uma partigao temos que A vai
ser a uniao disjunta das classes de equivaléncia:

A=W

onde
] ={ycAly~a}={ycAly—zel}={ycA|lycx+1}

Usaremos a notacao
x+ 1=z

A/l ={z+1]|xe A}.

Queremos transformar A/I em um anel. Para isso, vamos definir em A/l duas
operacoes e depois provar que elas estao bem definidas, pois como estamos trabalhando
com classes, e portanto, conjuntos, elas nao poderao depender do representante da
classe.

As operagoes vao ser:

(k1 4+ 1)+ (o + 1) = (21 +x2) + 1

(k1 +1)- (o +1)=(x1-22)+ 1

Suponha que x1 + I =y +lexs+1 =y + 1. Entaoz; —y; € [ e x5 — g € I.
Como [ é um ideal (zq7 —y1) + (2 — y2) € I, ou seja, (1 + 22) — (y1 + y2) € 1. Pela
defini¢ao da relagao de equivaléncia, isto indica que (x1 +x9) + 1 = (y1 +y2) + 1 e
fica provado que a soma esta bem definida.

Para provar que o produto esta bem definido, observe que

122 — Y12 = (1 — Y1) T2 + Y1 (T2 — y2)

Como I é um ideal, (21 —y1)zg € [ e yi1(za—y2) € [, xyxa—y1y2 € [ = 129+ 1 =
y1y2 + I. Logo o produto fica bem definido.

Teorema 3.7: Seja [ um ideal do anel A, entdo (A/I,+,-) é um anel.
Demonstracao.

Vamos mostrar que a operagdo soma no conjunto quociente A/ satisfaz as
condicoes de anel.
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1. Comutatividade:
(k1 4+ 1)+ (xo+1)=(x1 +x2) + 1
(ko + 1)+ (21 +1) = (x1 +x2) + 1
2. Associatividade:

(z1+ 1)+ (zo+ D))+ (23 4+ 1) = (21 + 22)] + (z3+ 1)
=(r1+axy+a)+1

(@ + 1)+ (e + D)+ (@s+ )] =(x1+ 1)+ (22 +23) + 1
= (ZE1+JI2+ZE3)+I
3. Elemento Neutro: Note que a classe 0 + I é o elemento neutro da soma, pois
(x+1)+O04+1)=(x+0)+1=(x+1).

4. Simétricos: Note que o simétrico de z + I é a classe (—x) + I, onde —x é o
simétrico de z em A.

(z+D)+(—z+1)=(x—2)+1=0+1.

Agora verificaremos as propriedades de anel para a multiplicacao.

5. Associatividade:

(1 + 1) (2 + D] (x3 + 1) = [(21 - 22) + ] - (23 + 1)
=(r1 w9 x3)+ 1

= (l’l'ZEQ'l’g)—f—I
6. Distributividade:

(@1 + 1) [+ D)+ (zs+ D] =[(x1 + 1) - (w2 + D]+ [(x1 + 1) - (23 4+ 1)]
[(z1 - z2) + 1] + [(z1 - 23) + 1]
(1 - x9) + (1 - 23)] + 1

(2o + 1)+ (23 + )] - (w1 + 1) = [(x2 + I) - (21 + D) + [(23 + 1) - (21 + )]
[(wg - x1) + 1] + [(w3 - 21) + 1]
(w1 @2) + (21~ 23)] + 1
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Chamaremos A/I de anel quociente.

Exemplo 3.2.10: 7Z/47 = {0+ 47,1 + 47,2 + 4Z} é um anel quociente.
De fato, todo n em Z ¢ da forman = 4¢+r onde ¢ € Z ¢ 0 < r < 3 pelo algoritmo

de Euclides. Pela definicao de classe de equivaléncia temos que n + 47Z = r + 47 com
r=0,1,2,3.

Dentre os dominios, destacamos os que possuem a propriedade abaixo:

Definigao 3.14: Um dominio de ideais principais (DIP) é um dominio R no qual
todo ideal tem a forma (a) = {ra | r € R}.

Exemplo 3.2.11: O anel dos inteiros Z ¢ um DIP. Todos os ideais de Z sao do tipo
(n) = nZ.
Para verificar essa afirmagao o leitor pode ver [10].

3.3 Homomorfismo de anéis

E comum na Matematica, trabalharmos com determinados conjuntos e comparar-
mos os mesmos via fungoes. Na teoria de anéis nao é diferente. Aqui, essas fungoes
sao chamadas de homomorfismos.

Defini¢ao 3.15 (Homomorfismo e isomorfismo de anéis): Um mapa ¢ : G — H é
um homomorfismo de um anel G em um anel H se

¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)

¢(a-b) = ¢(a) - ¢(b)
VabeQq.

Um homomorfismo bijetor é chamado isomorfismo de anéis. Nesse caso dizemos que
G e H sao isomorfos e denotamos por G = H.

Quando temos um isomorfismo ¢ : G — H isso significa que G' e H sao algebrica-
mente idénticos.

Definigao 3.16 (Nicleo de um Homomorfismo): Seja ¢ : G — H um homomorfismo
de anéis. Definimos o nticleo de ¢ como sendo o conjunto ker¢ = {a € A | ¢(a) = 0}.

Teorema 3.8 (Propriedades dos homomorfismos de anéis): Seja ¢ um homomor-
fismo de um anel G em um anel H. Entao:

1. $(0) =0
2. 9(=g9) = —90(9), Vg€ G
3. Para todo g € G e todo n € Z*, ¢(ng) = nd(g) e d(9") = ¢(g9)™.
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10.

Se A é um subanel de G, entao ¢(A) é um subanel de H.

Se I é um ideal de G e ¢ é sobrejetivo, entao ¢(I) é um ideal de H.
Se J é um ideal de H, entao ¢~ '(J) é um ideal de G.

Se G é comutativo, entdo ¢(G) é comutativo.

Se G tem unidade 1 e ¢ é sobrejetivo, entao ¢(1) é a unidade de H se H for
nao nulo.

. ¢ é um isomorfismo se s se ¢ é sobrejetivo e kerg = {g € G | ¢(g) =0} = {0} .

Se ¢ é um isomorfismo de G sobre H, entdo ¢! é um isomorfismo de H sobre

G.

Demonstragao. 1. Aplicando ¢ & expressao 0+0 = 0 temos que ¢(0+0) = ¢(0)

e assim ¢(0) + ¢(0) = ¢(0), isto é, 2¢(0) — ¢(0) = 0 < ¢(0) = 0.

. Aplicando ¢ a expressao g + (—g) = 0 temos que ¢(g) + ¢(—g) = ¢(0) = 0.

Somando —¢(g) em ambos os lados temos ¢(—g) = —¢(g) como queriamos
provar.

o(ng) =dlg+g+g9+-+g)=np(g) e d(g”) =dlg-g-9---9) = d9)"
pela definicao de homomorfismo.

Sejam z,y € ¢(A). Entdo x = ¢(a1) e y = ¢(az) com ajas € A. Pelo
teste 3.5, basta provar que x —y € ¢(A) e zy € ¢(A). Mas v —y =
od(a1) — d(ag) = ¢(a; —az) € ¢(A) pois A é um subanel. Pelo mesmo motivo,
ry = d(ar)d(az) = dlaraz) € ¢(A).

Como I é um subanel, pelo item anterior ¢(I) ja é um subanel de H. Falta
provar que H - ¢(I) C ¢(I). Como ¢ ¢ sobrejetora, todo h em H é da forma

h = 6(g) para algum g em G. Assim, ho(a) = é(g) - 6(a) = 6(ga) € 6(1)
Vael.

. Aplicando o teste para saber se é um ideal (teorema 3.6), sejam z,y €

1 (J). Existem entdo j; e j» em J tais que ¢(x) = j; e ¢(y) = jo. Como
Bz — y) = 6(x) — By) = j1 — o € J temos que @ — y € ¢-1(J). Também,
para todo g € G e x € ¢~ 1(J) temos ¢(gzr) = ¢(g)p(x) € J o que mostra
que gz € ¢~ H(J).

Basta observar que ¢(91)¢(92) = ¢(9192) = ¢(9291) = ¢(92)¢(91) Vagi,92 € G.

. Para todo h € H, h = ¢(g) para algum g € G pois ¢ é sobrejetiva. Assim,

ho(1) = ¢(g)o(1) = ¢(g1) = ¢(g) = h. Analogamente, ¢(1)h = h.

Se ¢ é isomorfismo, entao ¢ é bijetiva, isto é, se ¢(g1) = &(g2) entdo g1 = go.
Se g € ker¢g entao ¢(g) = ¢(0) = 0 e portanto g = 0. Assim, ker¢p = {0}.
Reciprocamente, suponha que ¢ é sobrejetiva e ker ¢ = {0}. Vamos provar
que ¢ é injetiva. Para isso, suponha que ¢(g1) = ¢(g2). Entao ¢(g1 — g2) =
0= g1 —go =0, pois ker¢ = {0}. Assim,como ¢ é sobrejetiva e injetiva e
portanto, bijetiva. Logo, podemos concluir que ¢ ¢ um isomorfismo.
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10. Devemos provar que ¢~ ' (hy + hy) = ¢~ (hy) + ¢~ (he) e ¢ (hy - hy) =
¢~ (h1) - ¢ (ha).
Suponha que ¢'(hy) = g1 e ¢ (hy) = go. Logo &(g1) = hi, ¢(g2) = hy
e &(g1 + g2) = P(g2) + &(g2) = hy + ha. Isto mostra que ¢p~1(hy + hy) =
g1+ g2 =0 (ha) + ¢ (ha).
Analogamente, ¢~1(hy - hy) = ¢~ (k1) - o1 (ho).

U

Exemplo 3.3.1: % = 7,4, basta notarmos que

é um isomorfismo de anéis.

Um dos mais importantes teoremas da teoria de anéis bésica, ¢ o Teorema
Fundamental do Homomorfismo, ou, para alguns autores, dito como Primeiro Teorema
do Isomorfismo. Com ele conseguimos provar diversos isomorfismos entre anéis.

Teorema 3.9 (Teorema fundamental do homomorfismo(TFH)): Seja ¢ um homo-

morfismo de um anel G no anel H. Entdo ¢(G) é isomorfo ao anel quociente 5.

kero
Em simbolos, ¢(G) = k€G7°¢'

Demonstracao. Seja

Vi s = 0(0)

g+ ker¢ — ¢(g)

Devemos mostrar que ¥ é um isomorfismo.

Primeiramente, vamos provar que 1 esta bem definida, isto é, que independe da
escolha do representante da classe.

Suponha que g; + ker¢ = go + ker¢g. Entao g1 — go € kerg, isto é, ¢(g1) = ¢(g2) €
(g1 + kerd) = (ga + kerg) e 1) estd bem definida.

1 ¢ um homomorfismo pois

(g1 + kerg + go + kerg) = (g1 + g2 + kerg)

(91 + 92)

(91) + &(g2)

(g1 + kerd) + ¥(ga + kero)

¢
¢
(&
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Y [(g1 + kerg) - (g2 + kerd)] = ¥(g1 - g2 + kere)
?(91 - 92)
o(g1) - o(g2)
(0

(g1 + kerg) - (ga + kero)

|
S

1 é injetiva, pois, kery = {g + ker¢ € ker | ¢(g) = O} = {0+ kerg}
E facil ver que 1 é sobrejetora.
Logo, 1 é um isomorfismo, como queriamos provar.

Exemplo 3.3.2: <j§[ﬂ> é isomorfo a C.
De fato, utilizando o TFH basta criar um homomorfismo ¢ sobre R[z] e C tal
que kerg seja igual a < 22 +1 >.

Defina

¢:Rlz] - C
flx) — f(i)

E f4cil ver que ¢ é um homomorfismo sobrejetor e que < 2% + 1 >C kerg.

Seja agora f(x) € ker¢. Dividindo f(z) por x? + 1 temos que existem ¢(z) € R[z]
e a,b € R tais que f(z) = (22 + 1)g(z) + ax + b. Queremos provar que a e b sio nulos.
Como f(x) € ker¢, aplicando ¢ na expressao acima temos que ai + b = 0. Logo

a=b=0c¢ f(z) e<2*+1>. Assim, ker¢ =< 2> + 1 > e pelo TFH, C & <§[ﬂ>.

Exemplo 3.3.3: Voltando ao exemplo 3.3.1, vamos calcular o niucleo de ¢:

o kerg = {z € Z|¢p(x) =0}
ker¢ = {z € Z|T =0}
kerg = {z € Z|x = 4k}
kerp = 47

e ¢ é sobrejetiva
Se § € Zu, 6ly) = 7, com y € Z.

Pelo teorema anterior = 7Z,.

) E

3.4 Divisibilidade em Dominios

Em 7Z temos um teorema muito importante, dito "Teorema Fundamental da
Aritmética”, que diz que todo numero inteiro maior que 1 pode ser decomposto num
produto de niimeros primos. Nesta secao iremos examinar a fatoragao num contexto
geral.
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3.4.1 Irredutiveis e primos

Em todo dominio D podemos definir miltiplos e divisores de D. Se a = bc podemos
dizer que:

e b é dito divisor de a

e ¢ ¢ dito multiplo de b.

Além das defini¢oes acima, temos

e Dois elementos a e b sao ditos associados se a = ub, onde u é uma unidade de

D.

e Um elemento nao nulo a de D é chamado irredutivel se a ndo for uma unidade
e sempre quando a = bc com b e ¢ em D entao b ou ¢ é uma unidade.

e Um elemento a nao nulo de um dominio D é chamado primo se a nao for uma
unidade, e se a|bc entao a|b ou alc.

Grosseiramente falando, irredutivel é um elemento que pode ser fatorado apenas

com a fatoracao trivial.

Observe que um elemento a é primo se, e somente se < a > é um ideal primo?.

A distincao entre primos e irredutiveis é melhor ilustrada nos dominios da forma
Z [\/a] = {a +bVd|abe Z} onde d ¢ livre de quadrados.

Estes anéis sao de fundamental importancia na teoria dos niimeros.
Antes, vamos mostrar que Z [\/3] ¢ um dominio. De fato, Z [\/c_l} é comutativo

com unidade (1 € Z). Além disso, se (a 4+ bV/d) - (¢ + ev/d) = 0, temos
(ac+ ebd) + (ae +bc)Vd=0=ac+ebd =0 e ae+bc=0

Supondo (¢ + ev/d) # 0, temos ¢ # 0 ou e # 0. Assim, ae +bc =0 = a = % se

e # 0 e, de ac + ebd = 0 temos
(_—bc)c—irebdzo
e

—b?+e2bd=0=b(—*+e*d)=0=b=0ou —*+e*d=0=c*=c*d=
c=eVd,
mas Vd ¢ 7, logo essa solucao nao é possivel. Portanto, b=0e, a = b—ec =a=0.
Assim, a+bv/d = 0. Mas se e = 0, temos ae+bc =0 e be =0, 0 que nos dé b = 0
(pois ¢ deve ser nao nulo).
De ac + ebd = 0, teremos
ac=0=a=0

. De toda forma, a +bv/d=0¢ Z [\/E} ¢ dominio.

3Um ideal P # A do anel A chama-se primo se, para quaisquer a,b € P, ab € P implica a € P
oubeP.
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Para analisar esses anéis, nds necessitamos de um método conveniente para
encontrar suas unidades, irredutiveis e primos. Para fazer isso, definiremos funcao
norma:

Definigao 3.17 (Fungao norma):

N:Z[VE]—>Z+
a+bvVd—s ‘aQ—de‘

E f4cil verificar as propriedades da fun¢ao norma:
1. N(z) =0 se e somente se x =0

2. N(zy) = N(z)N(y) para toodo z,y € Z [\/;l}
3. z é unidade se e somente se N(z) =1

4. Se N(z) é primo, entao z é irredutivel.

Exemplo 3.4.1: Vamos mostrar que em Z [v/—3] um irredutivel néo ¢ primo.
Temos aqui que N(a + by/—3) = a® + 3b%. Considere 1 + /=3. Suponha que
podemos fatorar 1+ +/—3 como um produto z -y onde e y nio sdo unidades. Entdo
N(zy) = N(z)N(y) = N(1 ++/—3) = 4, e segue que N(z) = 2. Mas nio existem
inteiros a e b satisfazendo a®>+3b* = 2. Assim z ou y é unidade e 1++/—3 é irredutivel.
Para provar que 1++/—3 nao é primo, observamos que (14++v/=3)(1—+v/=3) = 4 = 2-2,
o que mostra que (1 + +/—3) | 2-2. Por outro lado, para existirem inteiros a e b tal
que 2 = (a+byv/=3)(1 ++v/=3) = (a — 3b) + (a + b)/—3 nés devemos ter a — 3b = 2

e a+b=0 o que é impossivel.

Do exemplo anterior, surge a pergunta: Quais dominios possuem primos que nao sao
irredutiveis?
A resposta é: Nao existem!

Teorema 3.10: Num dominio, todo primo é irredutivel.

Demonstracao. Suponha que a é um primo em um dominio D. Entao a # 0 e a
nao € uma unidade e se a = b - ¢ nés devemos provar que b ou ¢ é uma unidade.
Pela definigao de primo, nés temos que alb ou alc.
Suponha que at = b e substituindo, temos b-1 = b = at = (be)t = (be)t e pelo
cancelamento, ¢t = 1, o que mostra que ¢ é uma unidade.

m

E ao contrario?
Em Z todo irredutivel é também primo. O teorema abaixo nos diz quando isso
ocorre. Ou seja, se D é um DIP, temos a equivaléncia.

Teorema 3.11: Num DIP, um elemento é irredutivel se e somente se ele é primo.
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Demonstracao. Usando o teorema anterior, sé falta provar que num DIP, todo
irrred. é primo. Seja a um elemento irredutivel num DIP e suponha que albe.
Devemos mostrar que alb ou alc. Considere o ideal I = {az + by | z,y € D} e
como D é um DIP, existe d € D tal que I =< d >. Como a € I, podemos escrever
a = dr para algum r em D, e como a é ired., d ou r é uma unidade. Se d for uma
unidade I =< d >= D e nés podemos escrever 1 = ax + by. Entao ¢ = acx + bcy
e como a divide ambos os termos, temos que a|c. Por outro lado, se r é uma
unidade, entao < a >=<d >= 1, e como b € [, existe um ¢t € D tal que at = b.
Assim alb. O

Uma consequéncia facil do algoritmo da Divisao em Z e F|z] onde F é um corpo,
é que eles sao DIP. Nosso préximo exemplo mostra entretanto, que um dos nossos
anéis mais familiares nao é um DIP.

Exemplo 3.4.2: Mostraremos que Z [z] ndo ¢ um DIP.

Considere em Z [z] o ideal I = {ax 4+ 2b | a,b € Z} =< x,2 >. Nés afirmamos que
I nao é da forma < h(z) >. Com efeito, se fosse, deveriam existir f,g € Z [z] tal que
2=hf ex = hg, pois x e 2 estao em I.

Pela regra do grau, temos 0 = gr2 = grh + grf e concluimos que h é constante,
observamos que 2 = h(1)f(1). Assim, h(1) = +1 ou £2, mas como 1 ¢ I nés devemos
ter h(z) = £2. Mas entdo = = +2¢(x), o que nao faz sentido.

3.4.2 Dominios de Fatoragao Unica (DFU)

Vamos estudar sobre a existéncia de fatoracao tinica em dominios. Sabemos que
em 7 todo nuimero maior que 1 pode ser escrito como produto de primos; podemos
estender esse resultado para Z|x].

Teorema 3.12: Todo polindémio em Z [z] de grau positivo, nao nulo e nao unidade
pode ser escrito na forma

b1by - - bspr(w)pa(x) - - - prm()

onde os V's sao primos (isto é, polindmios irred. de grau 0), e os p(x)'s sdo pol. irred.
de grau positivo.
Também, se

biby - bsp1(z) - pim(T) = crc2 -+ cqu () - gu ()

sao duas tais fatoracoes, entdo s =t e m = n e, apds renumeracao dos c’s e ¢'s nos
temos b; = +¢;, parai = 1,---s, e p;(x) = £¢;(x), parai=1,---  m.

Demonstracao. Existéncia: Seja f nao nulo e nao unidade em Z [x]. Se grf =
0, f € Z e o resultado segue do TFA (3.3). Se grf > 0, seja b, o contetdo de
f e biby---bs sua fatoracdo em Z. Entdo f = by ---bsfi(x), onde f; € Z|[z]
é primitivo e tem grau positivo. Assim, para provar a parte da existéncia, é
suficiente mostrar que todo polinomio primitivo de grau maior que 1 pode ser
escrito como um produto de polindémios irredutiveis de grau positivo.
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Usaremos indugao no grau de f.

Se grf =1 entao ja é irredutivel e entao OK.

Agora suponha que todo polindmio de grau menor que grf e primitivo pode
ser escrito como um produto de polinomio irredutivel de grau positivo. Se f é
irredutivel, nada a demonstrar.

Se f nao for irredutivel f = gh onde g e h sao primitivos e grf, grh < grf . Pela
hipétese de inducao, ambos g e h sao produtos de irredutiveis de grau positivo, o
que mostra que fe também seré.

Unicidade: Suponha que

f=01by - bspr(z)p2(x) -+ pm(x) = cre2 - cequ () -+ - gu ()

onde os U's e ¢’s sao polinomios irredutiveis de grau zero e os p(x)’'s e q(x)'s
sao polinomios irredutiveis de grau positivo.

Sejam b — by ---bs ¢ = ¢y -+ -¢; .Como os polindmios p's e ¢'s sd@o primitivos segue
do Lema de Gauss(3.2) que pips-- DPm € qiGe - - - ¢, Sdo primitivos. Portanto,
tomando o conteudo de f temos b = c.

Pelo TFA (3.3) e apés renumeragao b; = ¢; onde ¢ = 1,2, - -+ |s. Assim, cancelando
o contetddo temos py(z)pm(x) = q1(z) - - - gu(x). Segue pelo corolério 6.2.10 (ver
em (10)) e considerando os p's e ¢'s como elementos de Z [z], que p; | gg; para
algum j € {1,2--- ;n}. Renumerando, podemos supor j = 1. Assim q; = p; - ©
com r,s € Z. Como p; e ¢; sao primitivos segue que r = s e p; + q;.

Apés o cancelamento, pa(z) -« ppm(x) = £qa2(x) - - - gn(x) e repetindo o argumento
com py(x) teremos py = +¢s.

Sim m < n, apos tais passos teremos que 1 = @¢,41 - - q,. Isso diz que os
polindmios ¢/s com i =m + 1,--- ,n sdo unidades, o que é um absurdo pois eles
sao irredutiveis. Analogamente se m > n chegaremos num tal absurdo.Assim,
m =mn e p; = ¢ apos renumeragcao. ]

A questao de fatoragao tnica em dominios surgiu na tentativa de resolver o Ultimo
Teorema de Fermat.
Estudaremos agora dominios que possuem fatoracao tinica em irredutiveis.

Defini¢ao 3.18: Um dominio D é dominio de fatoracao tnica (DFU) se:

1. Todo elemento de D nao nulo e nao unidade, pode ser escrito como produto de
irredutiveis em D.

2. A fatoragao em irredutiveis é unica a menos de associados e da ordem em que
aparecem.

Naturalmente o Teorema Fundamental da Aritmética (3.3) nos diz que Z é DFU.
O teorema 3.12 diz que Z[x] é DFU. Provaremos que muitos dos dominios que
conhecemos sao DF'U. Provaremos antes a condicao de cadeia ascendente.

Teorema 3.13: Num DIP toda cadeia ascendente de ideais I; C I, C --- é estacio-
naria (isto é, existe um k tal que Iy = Iy = -+ ).
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Demonstracao. Seja I; C Iy C --- uma cadeia ascendente de ideais num dominio
Desejal =JI. E facil mostrar que I é um ideal em D. Como D é um DIP,
I =< a > para algum a € D. Como a € I, a € I, para algum inteiro k e asssim
I =< a >C I;. Mas pela definicao de I, temos que I; C I C I para todo I; da
cadeia e assim [ deve ser o ultimo ideal da cadeia. O

Teorema 3.14: Todo DIP é um DFU.

Demonstracao. Ezisténcia: Seja d um DIP. Primeiro mostraremos que todo
a € D,a # 0 e a ndo unidade é um produto de irredutiveis (observe que o produto
pode constar de apenas um fator). Para ver isso, seja ay # 0 ndo unidade e nao
irredutivel. Entao existem a; e b; nao unidades em D tais que ag = bya;.

Se ambos a; e by podem ser escritos como produto de irredutiveis entao ag
também pode. Suponha que ag nao pode ser escrito como produto de irredutiveis.
Assim,b; ou by nao pode ser escrito como produto de irredutiveis, digamos a;.
Entao a; = asby onde nem a, nem by é unidade. Continuando neste processo,
obtemos uma sequéncia infinita by,by, - - - de elementos que nao sao unidades de
D, e uma sequeéncia ag, a,--- de elementos nao nulos de D, com a,, = b, 1G,11
para cada n. Como b, nao é unidade nés temos

< a, >C< ap41 > para cada n

Assim < ayg >C< a; >C --- é uma cadeia infinita crescente de ideais. Isto
contraria o teorema anterior. Desse modo que concluimos que ag € um produto de
irredutiveis (observe que a cadeia nao para pois sendo < a, >=< 41 >, Ap11 =
day,, a, = b,i1a,41. Juntando essas equacoes temos que b, 1 ¢ uma unidade, o
que é um absurdo.)

Unicidade: Temos que mostrar que a fatoracao é unica a menos de associados
e a ordem em que os fatores aparecem. Para fazer isto, suponha que um elemento
a € D pode ser escrito como:

a=pipP2-Pr =q142° - (qs

onde os p e ¢ sao irredutiveis e a repeticao é permitida. Faremos inducao em 7.
Se r = 1, entao a é irredutivel e claramente s =1 e p; = ¢
Noés assumimos que todo elemento o qual pode ser expresso como um produto
de r — 1 elementos irredutiveis é escrito de modo tnico (a menos de associados
e ordem). Vamos agora provar que é isso também vale para um produto de r
irredutivel. Como p1|(q1gz - - - ¢s) ele divide algum ¢;. Entao ¢; = up; onde u é 1
unidade de D. Assim,

ua = up1p2 - pPr = Q1(UQ2) © (s,

e por cancelamento,
p2p3 .. -pr _— (uqz) .. .qS'
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Pela hipdétese de inducao, estas duas fatoragoes sao idénticas a menos de
associados e a ordem em que aparecem. Assim, o mesmo é verdade para as duas
fatoracoes de a. O]

Observagao:

Na parte da existéncia é que usamos que D é um DIP quando afirmamos que
a cadeia tem que parar. Um dominio com esta propriedade é chamado de dominzio
Noetheriano em homenagem a Emmy Noether, que introduziu as condigoes de cadeia.

Coroldrio 3.2: Se F' é um corpo, entdo Fx] é um DFU.

Demonstragao. Pelo teorema sabemos que F[x] é um dominio. Seja agora [ um
ideal de F[z]. Se I =0, nada a demonstrar. Suponha entéo que I # 0 e seja g o
polinomio de menor grau que pertence a I.

Vamos provar que I =< g >. Como g € I,gF [x] C I e entdo < g >C I. Tome
h € I. Pelo algoritmo da divisao temos que existem ¢ e r em F [z] tais que
h =qg+r comr =0 ougrr < grg. Temos que r = h—qg € I e entao pela escolha
de g,r s6 pode ser 0. Logo g|h o que prova que I C< g > e portanto [ =< g >.
Logo F' é um DIP, e como por (3.14) todo DIP é um DFU, concluimos que F é
DFU. O

3.4.3 Dominios Euclidianos (DE)

Nesta secao trabalharemos com um dominio muito importante para o estudo
de divisibilidade em dominios, os Dominios Euclidianos (DE). Além disso, veremos
que todo DE é um Dominio Principal, mas nao o contrario, e que, em Dominios
Euclidianos, podemos estabelecer um algoritimo de divisao.

Defini¢ao 3.19: Um dominio D é chamado Dominio Euclidiano(DE) se existe uma
funcao d de elementos nao nulos de D em Z* tal que:

1. d(a) < d(ab) para todo a,b € D — {0}

2. Se a,b € D,b+# 0, entao existem ¢,r € D de modo que a = bg+ r onde r =0
ou d(r) < d(b).

Exemplo 3.4.3: Inteiros com a fungao d(z) = |z|, e o algoritmo da divisao de
Euclides.

Teorema 3.15 (DE = DIP): Todo Dominio Euclidiano é um Dominio de Ideais
Principais.

Demonstragao. Seja D um DE e I um ideal nao nulo de D. Entre os elementos de
I escolha a tal que d(a) é minimo. Entao [ =< a >. Com efeito,seb € I,3q,r € D
tais que b = aqg +r onde r = 0 ou d(r) < d(a). Mas r = b — aq € I e portanto
d(r) nao pode ser menor que d(a). Assimr=0ebe<a>. O

Uma imediata consequéncia dos teoremas anteriores é o seguinte:
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Corolario 3.3 (DE = DFU): Todo Dominio Euclidiano é um DFU.

Demonstracao. Pelo teorema (3.15) temos que todo DE é um DIP, e por (3.14)
temos que todo DIP é um DFU. Logo, por transitividade, o teorema esta demons-
trado. O]

Note que temos entao DE = DIP = DFU.

3.5 O anel Z |w|

Um grande exemplo de Dominio Euclidiano é o dominio Z [w] que apresentaremos
nesta secao.

Primeiramente, vamos definir nosso elemento w e, para isso, devemos relembrar
alguns conceitos dos ntiimeros complexos.

Seja z € C, entao z = a + bi, com a,b € Z. Para extrairmos a raiz n-ésima de
z = a+ b € C, precisamos da féormula de Moivre que por sua vez, necessita da escrita
de z em sua forma trigonométrica. Assim, para z = a + bi e ||z|| = va? + b2, temos
que z = ||z||(cosO + isenf).

Sez=1,entdo z =1+0i e [|z|| = V12 4+ 02 = 1. Logo, z = 1 = 1-(cosf +isend),
e como z = 1 implica em § = 0, temos que z = 1 = (cos 0 + isen0).

Como queremos calcular v/1 e sabemos que em C possui solucoes; pela férmula
de Moivre para cédlculo de raizes complexas

0+ 2k 0+ 2k
Vz =z, = /2] - [cos <u) +isen (u)] ke{01,---,n—1}
n n

como z = 1, para calcularmos +/z, basta utilizarmos a férmula acima, e teremos para
z=1,n=3¢ek=0,12 que

2k 2k
\S/I =1-cos <T7T) + 1sen (Tﬁ)

e k=0= cosO+isen) =1

_ 2w\ 20\ _ 1, VB _
ok—l:cos(g)—kzsen(?))— 5 TG =w
- An ; Ay — 1 ,V3 2
ok—2:008(3)+zsen(3)— 5 — % =W
Consideremos w € C a raiz cubica da unidade w = —% + \/751 Dessa maneira, w é
a raiz do polinomio
2 —1=0

Fatorando-o temos (x — 1)(z? + x + 1) = 0 que possui trés raizes: 1, w e w?

2 sao rafzes de f(x) = 2*> + o + 1. Assim,

Note que w e w
Wtw+1=0 (3.3)

A partir de w vamos definir um anel dito Z[w] (lido Z de émega), mas para isso
precisamos introduzir o conceito de adjuncao de um elemento em um anel.
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Defini¢ao 3.20 (Adjuncao de um anel qualquer): Seja A um anel e @ um elemento
de um anel B que contém A. Considere o conjunto Ala] = {f(«) | f(x) € Alx]}.
Lembremos que Ala] é o anel de polinomios na varidvel z e coeficientes em A. De
fato, A[a] é um anel, e se a(a),b(«) € Alx], temos

ala) =ag+aa+ -+ aua™

bla) = by + bya+ -+ + bya”

Com isso,

e A soma em A|a] é definida como:
a(@) +b(a) = (ag +bo) + (a1 +b1) + -+ (@ + b )™ + by 1™ + -+ + b

aqui consideramos n > m.

e O produto em Ala] é definido como:

a(a) - b(a) = agbo + (agby + arby)a + (aghs + a1by + asbg)a® + -+ + a,b,a™ .

Para maiores informagoes sobre o anel de polinémio Afa], veja [8].
O anel Aa] é chamado anel A adjuncao a.

Se A=7Z e a=w, entdo Zw] = {f(w)|f(z) € Z))}. Como visto acima, w é raiz
do polindémio p(z) = x? + z + 1, portanto para todo f(x) € Z[x] podemos aplicar o
algoritmo da divisdo (veja [8] para mais detalhes) e teremos f(z) = p(z)q(z) + r(x).

Temos duas possibilidades para r(z): ou ele é identificamente nulo, ou seu grau é
menor que o de f. Se f for miltiplo de p(z), temos que r(z) = 0. Se ndo, como o
grau de f é dois, o grau de r pode ser no méaximo 1. Logo, r = ax + b.

Os elementos de Z [w] sdo os f(w), entdao f(w) = p(w)q(w) + r(w). Mas p(w) =0,
logo f(w) =r(w) = aw +b.

Por esse motivo, Zlw] ={a+bw | a,b € Z e w?+w+ 1= 0} (Existe toda uma
teoria por tras dessa questao de adjuncao, aqui, demos apenas uma ideia para mostrar
como se chega ao anel em questao. O leitor mais curioso pode verificar em [8]).

Com isso, definimos o anel Z [w] :

Ziw) “ {a+bweC|ape}.

Como Z|w] C C ¢ um subanel de C, temos que a soma e a multiplica¢do em Z[w]
se faz como em C:
Dados @ = a+bw e f = ¢+ dw em Z [w], a soma desses elementos é da forma:

(a+bw)+ (c+dw)=(a+c)+ (b+ d)w
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e o produto é

(a+ bw)(c+ dw) = ac + (ad + be)w + bdw?
= ac + (ad + be)w + bd(w? +w + 1) — bdw — bd
= (ac — bd) + (ad + bc — bd)w

onde, para eliminar o termo quadratico, somamos e subtraimos o termo bd(w + 1) e
usamos que w satisfaz a igualdade (3.3).
Esse anel é um dominio pois é um subanel do corpo C.

Vamos estudar mais este dominio.

Definicao 3.21: Em Z [w] definimos a fungao:

N:Z[w]—{O}—>ZJr
a+ bw s a® —ab+ b?

a qual chamaremos de func¢ao norma.
Proposi¢ao 3.4: Em Z |w],

1. Se a + bw € Z|w] é escrito na forma u + iv € C entdao N(a + bw) = u* + v%
Com isso, concluimos que N estd bem definida.

2. Va,f € Zw] temos N(af) = N(a)N(5) Temos também que, se | entao
N(a)|N(B) em Z.

3. O conjunto das unidades (elementos inversiveis) de Z |w] é

U(Zw]) ={a€Zw]|Na)=1}={1, - 1w, —w, 1 +w, -1 —w}.

4. O corpo quociente de Z [w] é Q [w].

Demonstragao. 1. O elemento a + bw de Z [w] pode ser escrito como

-1+ —b b
a+b<+l\/§> :a_7+§i

Como numero complexo, a norma ao quadrado desse elemento é

2 2 4 4

Portanto vemos que a fun¢ao N estd bem definida em Z [w] .

2 5 2 ) )
= (a — é) + <@> = a2—ab+b——|—% =a*—ab+b?* = N

(a+bw)
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2. Dados @ = a+bw e f = ¢+ dw, temos que aff = (ac — bd) + (ad + be — bd)w
e portanto,

N(aB) = (ac — bd)* — (ac — bd)(ad + be — bd) + (ad + be — bd)?
= a’c® — a’cd + a*d® — abc® + abed — abd® + b?c* — b*cd + bd?
= (a* — ab + b*)(c* — cd + d?)
= N(a)N(p)

Se «a|f, 3 k € Z|w] tal que f = ka. Aplicando a fun¢ao N temos N(f3) =
N(k)N(«) de onde concluimos que N(«)|N () em Z.

3. Suponha que v seja uma unidade de Z [w] . Entao existe v=! tal que uv™! =1
Aplicando a fungao N temos N(u)N(v™!) = N(1) = 1. Mas Z", a tnica
fatoracao de 1 ¢ 1 =1 - 1.Portanto, N(u) = N(v™!) =1
Vamos agora obter os elementos que possuem norma 1, isto é, os elementos
a + bw que satisfazem a equacao a®? — ab + b*> = 1. Para isso, considere o
polinémio p(a) = a* —ab+b* — 1 € Z [a]. Esse polindmio tem raizes se, e s6
se, o discriminante v é nao negativo, ou seja, se b> — 4(b* — 1) > 0.
Resolvendo essa inequagao em R obtemos [b] < % implicando que os

possiveis valores inteiros de b sao -1, 0 e 1. Vamos analisar cada caso.
e b= —1: Entdo p(a) = a* +a e suas raizes saioa=0e a = —1
e b=0: Entao p(a) =a®> — 1 esuas raizes sitoa=1e a = —1
e b =1: Entao p(a) = a®* —a e suas raizes sitoa =0 e a = 1
Portanto, o conjunto dos elementos de € Z [w] comnorma 1 é {1, -1, w, —w, 1 + w, — 1 — w}.
Podemos facilmente verificar que 1-1 = (=1) - (-1) = w - (-1 —w) =
(—w) - (1 +w) = 1. Logo, um elemento de € Z [w] é unidade, se, e s6 se, sua
norma ¢ igual a 1.

4. Antes vamos definir o elemento “conjugado” em Z [w]. Dado um elemento
a = a+ bw € Z[w|, queremos encontrar @ € Z[w| tal que - @ = N(«).
Para obter esse elemento basta resolver o seguinte sistema nas variaveis = e
y:

(a+ bw)(z + yw) = a® — ab + b°.

Assim, temos que para qualquer o € Zw|, @ = (a — b) — bw. Podemos
verificar que esses elementos, quando escritos na forma u + v, sdo realmente
conjugados em C.

Agora vamos a demonstracao da propriedade 4:

O corpo quociente de Z [w] denotado por Z (w), e o corpo Q [w] sao descritos
por:

b
7 (w) = {Z——:—_dz |a,b,c,d€Zecz+d27féO}

@[w]:{%—l—gw|a,b,c,d€Ze02+d27€0}
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a+bw
ct+dw

denominador pelo conjugado do denominador temos

Considere um elemento de Z (w), digamos . Multiplicando numerador e

(a4 bw)(c—d—dw) (ac—ad—bd)+ (bc — ad)w

(c+ dw)(c —d — dw) 2 —cd+d?

ac — ad — bd be — ad

- c? —cd + d? +02—cd+d2we@[w]

Por outro lado, dado um elemento ¢ + sw de Q[w], podemos escrever

—I-Qw—a—d—l—c—bw——ad—i_waEZ(w)
d ed  cd cd ‘

a
Cc

Desse modo concluimos que Q [w] é um corpo quociente de Z [w].

Proposicao 3.5: O anel Z [w] com a fun¢do N é um dominio Euclidiano (DE).

Demonstragao. Vamos verificar as duas propriedades de um (DE):

e N(af) > N(«):
Pela proposicao 3.4, item 2 temos N(af) = N(«)-N(f). Como a imagem da
fungao N é o conjunto dos inteiros positivos, concluimos que N(«af) > N(«a)
e N(af) = N(B).

e Algoritmo da divisao de Euclides:
Se z,y € Z|w] com y # 0, pelo item 4 da proposigao 3.4, vy~ ! € Q [w].
Assim, temos que zy~! = s + tw, onde s,t € Q [w].Vamos considerar inteiros
m e n tais que [m — s| < 3 e |n —t| < 3, ou seja, m e n sao os inteiros mais
proximos dos racionais s e t. Entao,

zy '=s+tw=(m-n+s)+n—-—n+tw
= (m+nw)+[(s —m) + (t — n)w].
Portanto,
r=m+nw)y+|[(s —m)+ (t —n)wly.

Afirmamos que ¢ = (m+nw) e r = [(s—m)+ (t —n)w| satisfazem o algoritmo
da divisao.

De fato, ¢ € Z |w] e, como podemos escrever r = z — qy, 0 mesmo acontece
para r.
Além disso,
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Feito isso, concluimos que Z [w] é de fato um dominio Euclidiano.

Corolario 3.4: O anel Z [w] é um DIP, e todo DIP é um DFU.

Demonstracao. De fato, todo DE é um DIP e todo DIP é um DFU. O

O anel Z[w] aqui estudado serd essencial para a demonstragao do Ultimo teorema
de Fermat, caso n=3. O que veremos no préximo capitulo.



4

Demonstracoes para os casos n = 3 e
n=4

Neste capitulo demonstraremos o Ultimo Teorema de Fermat para os casos n=3
e n=4. Iniciaremos com o que julgamos mais simples.

4.1 Fermat e a demonstracao para o caso n =4

Muito do que Fermat observou e conjecturou, nao foi demonstrado por ele, como
o ocorrido com o Ultimo Teorema de Fermat. Para o caso n = 4, o préprio deixou a
prova utilizando o descenso infinito. Esse método e a prova, serao descritos a seguir
com base no livro [11].

4.1.1 Descenso Infinito de Fermat
Dada uma equagao
f(l'lal'% T 7$n) = 07

o método do descenso infinito (quando aplicavel) permite mostrar que essa equagao
nao possui solugoes inteiras positivas ou, sob certas condigoes, até mesmo encontrar
todas as solucoes inteiras.
Se
A= {(z1,x9, -+ ,x,) €Z" | f(x1,29,-+ ,2,) =0}

com A # () é o conjunto solucao de f, entao A possui uma solucao “minima’. O
descenso consiste em, a partir dessa solugao minima, obter uma ainda menor; nos
conduzindo a uma contradicao e, provando assim, que A é vazio, ou seja, que f nao
possui solucao.

4.1.2 O Ultimo Teorema de Fermat paran =4

Para a demonstracao do caso n = 4, utilizaremos o teorema abaixo.
Teorema 4.1 (Fermat): A equacio z!+y* = 2? nao possui solugoes inteiras positivas.

Demonstragdo. Suponhamos que x* + y* = 22 possui uma solucio inteira com
x,y,z > 0. Pelo descenso infinito, existe uma solugao (a,b,c) na qual ¢ é minimo.

39
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Em particular, temos que a e b sao primos entre si. De fato, pois, se d =

mdc(a,b) > 1 entao d|a e d|b e consequentemente d*|a* + b = ¢ = d?|c. Assim,
a b ¢
d>d> d?
e 7z sao inteiros.

poderiamos substituir (a,b,c) por ( ) e obter uma solugao com ¢ menor que

a b
d>d
De (a?)? + (b*)? = ¢ temos que (a?,b%,c) é um trio pitagérico primitivo e

o minimo, ja que

assim, existem inteiros positivos m e n primos relativos tais que, de acordo com
3.1.1 a® e b? tem paridades distintas e ¢ é impar. Logo

a’> =m? —n? b® =2mn e c=m?+n?

Como a? = m?—n? = a®>+n? = m? temos que (a,n,m) é uma tripla pitagérica

primitiva e portanto m é impar.

Como ¢ = m? +n? e m e ¢ sdo fmpares, temos que m? é fmpar e n? é par.
Portanto, n é par. De fato, se n fosse impar teriamos n = 2k + 1, para algum
k € Z o que implicaria em n? = (2k + 1)* = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.
Absurdo! Assim, de b? = 2mn concluimos que b? é par, e consequentemente, b é
par. Observando ainda que b* = (2n)m é um quadrado perfeito e mde(2n,m) = 1,
concluimos por 3.3 que tanto 2n como m sao quadrados perfeitos, donde podemos
encontrar inteiros positivos s e t tais que

2n =4s?, em =t2

Por outro lado, dado que a? +n? = m?, entao por 3.1.1 existirao inteiros positivos
1 e J primos entre si, tais que

a=1%—j%n=2ijem=1i+j°

Portanto s> = 2 = ij, logo i e j serao quadrados perfeitos, digamos i = u? e

2

j = v% Logo temos que m = i + j2, i = u?, j = v? e m = t?, assim
t2 —m = i2 +]2 — <u2)2+ (1}2)2 — U4+U4,

isto é, (u,v,t) é outra solucao de z* + y* = 22. Porém,

t§t2:m§m2<m2+n2:c

et #0ja quem# 0. Absurdo! Ja que ¢ é minimo.
Logo z* + y* = 2% nao possui solucao. ]

Observemos além disso que, uma vez que x* +y* = 22 nao possui solucoes inteiras
positivas, entao a equagao z* + y* = (22)% = 21 e, mais geralmente z1" + yin = 24"
também nao possuem solucoes inteiras. Logo, paran =4 en = 4k com k € N o

Ultimo Teorema de Fermat estd provado.
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4.2 Euler e a demonstragao para n = 3

Figura 4.1: Imagem de Leonhard Euler

4.2.1 Euler — biografia e contribuicoes para a matematica

Leonhard Euler foi um dos matematicos que obteve renome depois de resolver
um problema em aberto, posteriormente a deparar com a resposta para o afamado
problema da Basiléia, proposto inicialmente pelo matematico italiano Pietro Mengoli
(1625 - 1686) em 1644 (Szpiro, 2008). O problema proposto por Mengoli consistia
em apresentar o resultado da soma dos inversos dos quadrados perfeitos, ou seja,

—1 1 1 1 1
2oacuptmtata
n=1
Atualmente Euler é reconhecido como um dos nomes mais admiraveis da Histéria
da Matematica, nao sé por ter resolvido tal problema, mas sobretudo por ter

colaborado com a matematica em diferentes areas. Euler ficou famoso, com mais de
850 trabalhos, sendo muitos de extremo valor (SIMMONS, 2002).

4.2.2 A vida de Euler

A histéria da vida de Euler relata que o grande matemético Leonhard Paul Euler
nasceu em 1707 em uma importante cidade da Suica, denominada Basiléia. Euler
era filho de uma linhagem muito bem estruturada, o garoto teve acesso as melhores
escolas e onde trabalhavam os mais renomados professores.

A grande preocupacao com a boa formacao do garoto se dava especialmente ao
caso de que Paul Euler, pai de Leonhard, atuava como pastor da Igreja Calvinista e
presumia que o garoto seguiria na profissao (BOYER, 2003).
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Apesar de Leonhard nao ingressar na carreira de pastor como almejava seu pai,
adotou seus principios contemplativos por toda a existéncia (SIMMONS, 2002).

A preferéncia de Leonhard nao foi uma afronta para seu pai, pois o mesmo havia
estudado Matematica com Jakob Bernoulli (1654 - 1705), professor e amigo. A
proximidade das familias de Euler e Bernoulli eventualmente levou ao entusiasmo e
comprometimento do jovem na matematica (BOYER, 2003).

Euler, ainda adolescente, com apenas 14 anos de idade entrou na Universidade da
Basiléia local onde primeiramente estudou “Medicina, Teologia e Ciéncias Humanas”.

Apés dois anos, nesta mesma universidade, dedicou-se a matemética (SIMMONS,
2002). Posteriormente, ao se formar, exerceu a profissao ainda na Basiléia, nas
disciplinas de “Filosofia, Teologia e Matematica”.

No ano de 1727, por influéncia dos irmaos Daniel e Nicolas Bernoulli, filhos
de Jakob Bernoulli, Euler foi convocado a associar a Academia de Ciéncias Sao
Petersburgo na Rissia, lugar onde foi designado professor de Fisica em 1730 e de
Matemética em 1733 (SIMMONS, 2002). Euler perdeu completamente a visao do
olho direito aos 28 anos de idade, o que nao restringiu seu ritmo de trabalho.

A causa de tal evento foi o hdabito de intensa rotina de trabalho, forgando as
vistas por longos periodos da noite (BOYER, 2003).

O matemadtico continuou na Russia até 1741, data em que foi chamado para ser
professor de Matematica na Academia de Ciéncias de Berlim, local onde conquistou
a admiracao de varios membros da corte do imperador da Prussia, atualmente
Alemanha e Polonia.

Contudo, Euler era timido, e devido a perda de um olho, sujeitou-se a zombaria;
mesmo assim, em 1766 aceita uma solicitacao para regressar a Academia de Ciéncias
de Sao Petersburgo local onde atuou até os ultimos dias de sua vida (CAJORI, 2007).

Além disso, em 1766 entendeu que, pelo motivo da catarata, ocorria a perda
da visao do segundo olho e, para permanecer atuando habilitou um de seus filhos
para registrar a parte escrita enquanto ele ditava. A despeito de tais condigoes, sua
memodria espléndida consentiu que prosseguisse trabalhando sem parar (EVES, 2004).

Euler morre em 1783 no momento em que tomava cha em companhia de um de
seus netos, depois de ter passado o dia pesquisando e analisando a orbita do recém
descoberto planeta Urano (SIMMONS, 2002).

Sua vida académica agitada nao o impediu de compor com Katharina Gsell uma
notavel familia formada por uma prole que ao todo eram 13 filhos que, segundo
alguns autores, sem muitas dificuldades conseguia escrever seus artigos no mesmo
tempo em que cuidava das criancas. “Um amigo que presenciava sua vida doméstica
disse: Uma crianca no colo, um gato sobre o ombro, assim escrevia ele suas obras

imortais” (GARBI, 1997).
4.2.3 A obra de Euler

Citar a obra de Euler é o mesmo que citar uma obra superior a 850 titulos
literarios entre livros e artigos. Na Histéria da Matemaética nao se encontra outro

estudioso que produziu igual quantidade; exclusivamente no tempo que esteve em
Berlim produziu um niimero de 275 trabalhos (SIMMONS, 2002).
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Eram varias as obras, dentre elas podem ser citados os assuntos de “Calculo, Alge-
bra, Teoria dos nimeros, Geometria, além de Fisica e Astronomia”. Algumas de suas
obras apresentavam fins didaticos objetivando a tornar a Matemaética desenvolvida

naquele periodo acessivel para estudantes de Engenharia, Arquitetura e distintas
areas técnicas (BOYER, 2003).

4.2.4 Um pouco das tentativas de demonstracao para o caso n = 3

No periodo de Fermat, os matematicos eram conhecidos como calculistas amadores,
pois a matematica nao era sua profissao, a tinham como hobbie. Entretanto, no século
XVIII os mesmos ja eram considerados solucionadores profissionais de problemas.
A cultura numérica havia mudado e, dramaticamente, se tornando em parte uma
consequencia dos calculos cientificos de Isaac Newton.

Newton acreditava que os matematicos estavam perdendo tempo desafiando uns
aos outros com enigmas sem sentido. Ele queria aplicar a matematica ao mundo fisico,
calculando tudo, das orbitas dos planetas as trajetérias das balas de canhdes. Quando
Newton morreu em 1727, a Europa tinha passado por uma revolucao cientifica e no
mesmo ano, Euler publicou seu primeiro trabalho.

Leonhard Euler (1707 — 1783) foi quem realizou o primeiro avanco acerca da
prova do dltimo teorema de Fermat.

Além de criar para todas as possibilidades possiveis Euler teria que criar uma
para n = 3 e este foi o degrau que ele tentou usar como ponto de partida para
construir uma prova geral para todas as outras equacoes. No dia 4 de agosto de 1753,
Euler divulgou em uma carta enviada ao matematico Prussiano Christian Goldbach,
que tinha adaptado o método do descenso infinito de Fermat e conseguira provar
com sucesso o caso. Depois de 100 anos esta era a primeira vez que alguém conseguiu
fazer algum progresso na dire¢ao de solucionar o desafio de Fermat.

Euler adaptou a prova de Fermat do caso, utilizando um conceito pouco conhecido
para a época, que hoje conhecemos por nimeros imaginarios, que fora descoberta
pelos matemaéticos europeus do século XVI. E estranho pensar em novos numeros
sendo descobertos, mas isso é porque estamos tao acostumados com os niimeros que
usamos no dia a dia que esquecemos que houve uma época em que estes niimeros nao
eram conhecidos. No passado, outros matematicos tentaram adaptar o método de
descenso infinito de Fermat para resolver outros casos, mas cada uma dessas tentativas
de estender a prova levava a brechas na légica. Euler mostrou que, incorporando-se
o nuimero imagindrio em sua prova, ele poderia tapar os buracos na demonstracao e
forcar o método do descenso infinito a funcionar para o caso n=3.

4.2.5 A demonstracao de Euler para n=3

Antes de provarmos o Ultimo Teorema de Fermat para n = 3, demonstraremos o
lema abaixo.

Lema 4.1: Todas as solucoes de f3 = ¢> + 3h? em inteiros positivos tais que
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mdc(h,g) = 1 e f é impar, sao dadas por
f=m>+3n%g=m>—9mn* h =3m?n — 3n°
com m + n impar e mde(m,3n) = 1.
Demonstragdo. (<) Substituindo f,h e g na equagao f* = g + 3h?, temos que
(m?* 4+ 3n%)% = (m® — 9Imn?)? + 3(3m>*m — 3n?)?

(MS+Im* n? +9m*n*+27n%) = (m°—38m*n?+81n*n*)+(27m*n?—54m*n*+-27n°).

Assim podemos afirmar que tais nimeros sao solugoes da equacao.

Como m + n é impar entao m é par e n impar ou m é fmpar e n é par.
Dessa forma f = m? + 3n? é impar.

Além disso,

mdc(h,g) = mdc(m?® — 9mn?, 3m*n — 3n®) = mdc(m(m? — 9n?),3n(m?* — n?)).

Devemos encontrar o mde(m(m? — 9n?),3n(m? — n?)) para isso iremos usar o
lema 3.1 e o TFH (teorema 3.9) . Como mdc(m,3n) = 1 entéo

mdc(m(m? — 9n?),3n) = mdc(m? — 9n?,3n)

= mdc(m? — 9n® + 3n - 3n, 3n)

(
(
= mdc(m?,3n)
= mdc(m - m 3n)
(

= mdc(m,3n) =
Como mdc(m(m? — 9n?),3n) = 1 entao
mdc(m(m? — 9n?),3n(m* — n?)) = mde(m(m? — 9n?),m? — n?)
Sabemos que
mdc(m,m? —n?) = mde(m,m? —n* —m-m) = mdc(m, — n?) = mde(m,n?) =1,

pois mdc(m,3m) = 1. De fato, m e 3n nao possuem fatores primos comuns.
Dai m e n também nao. Consequentemente, n? e m siao coprimos. Como
mdc(m,m? —n?) = 1 entao mde(m(m? —9n?),m? —n?) = mdc(m? — In* m? —n?).
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Portanto

mdc(m(m? — 9n?),3n(m?* — n?)) = mde(m(m?® — 9n?),m* — n?)
—9n?m? —n?)

—9n* —m® +n*m? —n?)

= mdc(m?
= mdc(m?
= mdc(8n?m?* — n?)

= mdc(8n® + 8m?* — 8n*m* — n?)

(
(
(
= mdc(—8n%m? — n?)
(
(
(

= mdc(8m?m* —n?) =1

De fato, m? — n? e m nao possuem fatores primos comuns. Dai, m? — n? e m?
também nao. Consequentemente, m? — n? e 8m? nao possuem fatores comuns.
Logo mdc(h,g) = 1.
(=)
Suponha que (g,h,f) é solugdo da equacao. Seja p primo tal que p|f.
Como mdc(g,h) = 1 e f é impar entao p > 3. De fato, se p = 2 entao p nao divide
f,ja que f é impar. Note que se p|h e p|f entao p|lg. Absurdo, pois mdc(h,g) = 1.
Analogamente, se p|g e p|f entdao p|h, que também é absurdo pelo mesmo motivo.
Logo p nao divide h, p nao nao divide g e p > 3.

Como p|f entao p|f?. Consequentemente, p|(g* + 3h?) < ¢g? = —3h%*(mod p).

Como p nao divide h entdo mdc(p,h) = 1. Logo h é invertivel médulo p. Dessa

forma, temos que _73 = 1 e dai pelas lei da reciprocidade quadratica (pégina

85 do livro 11), temos que (%) = 1. Pelo exemplo 4.8 (pdgina 132 do livro 11),
sabemos que existem inteiros m; e ny tais que p = m? + 3n? e que, pela volta
deste lema, p* = d* + 3¢® onde d = m} — 9myn? e ¢ = 3min; — 3n}. Temos
que mdc(p,c) = 1, como na demonstragao anterior em que mde(g,h) = 1. Logo,
mdc(p,m1) = mde(p,ny) =1ep > 3.

Iremos provar por indugao sobre niimero de divisores primos de f. Se f =1,
o resultado é imediato, pois a tnica solugao é g =1, h =0e f = 1. Suponha que
o resultado valha para todo f que tenha k fatores primos (nao necessariamente
distintos). Se f tem k + 1 fatores primos, digamos f = p -t como p primo (p > 3)
observemos que:

308 = 3p%p3
— f3p3
= (¢* + 3h%)(d* 4 3¢%)
= ¢?d® + 3h*d? + 3¢°c* + 9R*C?
= (¢°d* £ 6ghdc + 9h*c?) + 3(g°c* £ 2gchd + h*d?)
= (gd £ 3hc)* + 3(gc + hd)?
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Além disso,

(gc + hd)(ge — hd) = (ge)* — (hd)®
= *(g* + 3h*) — B3 (d* + 3c%)
— 22
— 23— 2
— (AP — h?)

Dessa forma p3|(gc + hd)(ge — hd). Se p* divide dois fatores entao p também os
divide. Assim, p|(gc + hd) e p|(gc — hd) = p|(gc + hd + gc — hd) = p|2gc = p|gc
Consequentemente, plhd. Como mdc(p,c) = mde(p,d) = 1 entao p|lh e plg.
Absurdo, pois mdc(h,g) = 1. Logo p? divide exatamente um dos fatores. A
demonstragao é andloga para (gd + 3hc)(gd — 3hc).

Tomando adequadamente os sinais, existem u,v € Z tais que

d =+ 3h
p3u:gdj:3hc:>u:g—sc
p
gcj:hd
pPPv=ygcthd=v 7

sendo que t* = u? + 3v%. De fato,

(gd £ 3hc)? (gc £ hd)*  (gd £ 3hc)* + 3(gc + hd)*  t3p°
R A P T

Como t tem k fatores primos segue por hipotese de inducao que existem ms
e ny inteiros tais que t = m3 + 3n2, u = m3 — 9mgn3 e v = 3miny — 3n3.

Agora, dado que g = ud+3vc e h = —(uc—wvd), substituindo u,v,d,c em termos
de m; e n; (1 = 1,2) em z,y,x e fazendo m = myms + 3ning € 1. = myng — Many,
obtemos:

g = ud+ 3vc

= (m3 — 9Imgn3)(m$ — 9Imyn3) + 3(3miny — 3n3)(3min, — 3n})

= m3m3 — Imynim3 — ImPmgn2 + 81mynimani + 2Tm3n;man,
— 2Tn3ming — 2Tminyny + 27nin3

= mim3 + 9Imimining + 27mymaning + 27nin3 — 9mimans + 18mingnims
— 9mynims — 2Tnym3ind + 5dminimani — 27n3min,

= (mimg + 3n1ny)* — 9(mimy + 3ning)(ming — 2Tmynimang + nims3)

= m> — 9mn?
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h = —(uc — vd)
3 2 2 3 2 2
= —(mj — 9Imyn3)(3mF — 3n?) + (3ming — 3nd)(m} — 9myn?)
= 3m2nym3S + 3n3m3 — 2Tm3niman? — 2Tman2n3 + 3m3miny — 27min3m2n
= 9MN1My 1M 170112y 2MoTy 1Mo M2 111N
3,3 2.2 3
— 3Imin, + 27m1n1n2
= 3m3m2ny + 18m3manin? + 27minn3 — 3m2nyms — 18min’m?2n 27n3maon?
= 9MMyN2 112Ny 1M Ny — Sy NMy — 1Mymong — 17M2My
— 3ming + Imininimy — 9myngnims + 3nims
2,2 2.2
= 3(mimj + 6mymaoning + Ininz)(ming — nyms)
2 2.2 3.3
— 3(m3n3 — 3mininimy + 3myingnims — nims)

= 3m?n — 3n?

g° +3h* = (m® — 9mn?)? + 3(3m*n — 3n*)?
=m® — 18m*n? + 81m*n? + 81m2n* + 27m*n? — 54m?*n* = 27n°
=mb5 + Im*n?® + 27m?*n* + 27n°
= (m* + 3n?)?
— (4.1)

Logo, a tnica solucdo de 2 é h = 3m?n—3n3, g =m*>—9mn? e f = m?+3n% O

Com esse lema e o Descenso Infinito de Fermat, podemos demonstrar que:

3

Teorema 4.2: A equagao diofantina z® + 3® = 2 nao possui solugoes inteiras com

x,y,z # 0.

Demonstragdo. Suponhamos que a equacao z° + 3 = 23 possui solucao com
x,y,2 > 0 e escolhemos essa solugao de tal forma que z,y,z seja minimo. Como
qualquer fator comum de dois desses niimeros é também do terceiro entao podemos
afirmar que sao primos relativos dois a dois pois se nao teria outra solugao (%, z %)
menor que (z,y,z). Em particular, um de tais nimeros sera par.

3 impossivel, pois o expoente da maior poténcia

Se x =y entao x® +y® = 223 = 2
de dois do lado direito seria multiplo de trés, enquanto do lado esquerdo nao.
Assim, sem perda de generalidade podemos considerar z > y (para x < y serd
analogo).

Suponha que z e y sao impares e z é par. Podemos escrever x = p+ g e
y=p—qcomp>0eq>0 coprimos e de paridades diferentes. Assim,

D=+ = +y)(2® — 2y +17)
=2 [(p+9* - (p+a)p—q) + (p—9q)?
= 2p [p* + 3¢°]
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Dessa forma 2p [p? + 3¢?| é um cubo perfeito.
De igual forma, no caso em que z é impar e x ou y é par. Podemos supor que
y € impar com z > y, substituindo z = ¢+ p e y = ¢ — p temos:

P =y
=2 [(p+a)*+ (p+a)(qg—p)+ (a—1)?
=2p [p* + 3¢%]

Como p* + 3¢ é fmpar e 2p(p? + 3¢*) é um cubo perfeito, temos que p serd
par. Calculando o méximo divisor comum de de p e p? + 3¢?, temos

mde(p.p® + 3¢°) = mde(p,3¢°) = mde(p,3)
j& que mdc(p,q) = 1, pois p e g sao coprimos. Logo, hé dois casos:
mdc(p,3) = 1 e mde(p,3) = 3.

No primeiro, existem naturais a e b tais que a® = 2p e b3 = p? + 3¢%. Neste
caso, pelo lema anterior, existem m e n de paridades diferentes e coprimos tais
que b =m? +3n?%, p=m?® — Imn? e ¢ = 3m?n — 3n?.

Logo a® = 2p = 2(m3—9mn?) = 2m(m?—9n?) = 2m(m—3n)(m+3n). Observe
que 2m, m — 3n e m + 3n sdo coprimos. Assim, existem e, f e g tais que 2m = 3,
m —3n = f3em+3n=g> Em particular, temos: (m — 3n) + (m + 3n) = 2m.
Portanto f2 + ¢® = €3 e teremos uma solucao menor, o que contradiz a escolha
de x,y,z.

No caso em que mdc(p,3) = 3 temos que 3|p. Assim, existe r inteiro tal que
p = 3r, com mdc(r,p) = 1. Dessa forma, 2% = 2p(p? + 3¢°*) = 18r(3r* + ¢*). Logo,
existem inteiros 7 e j tais que 18r = ® e 3r? + ¢®> = j3. Dai, novamente existem
inteiros u e v tais que j = u? + 3v?, ¢ = u® — Yuv? e r = 3uv — 3v3. Segue que
i3 =18r = 27(2v)(u — v)(u + v).

De igual forma, teremos que os numeros 2v, u + v, € u — v SA0 COPrimos.
Assim, existem inteiros positivos k,l,s tais que 2v = k*, u —v =1L e u +v = s>,
Segue que k3 + I3 = s3. Portanto (k,l,s) também é solucao da equacao e como j
vimos contradiz a minimalidade da solu¢ao (z,y,2).

3 nao possui solucoes inteiras positivas.

]

Logo a equacao diofantina z3 + y% = 2

A demonstracao acima, foi escrita por Euler, note que a mesma é puramente
aritmética.
Dias, em 2018 relatou que :

A demonstracao para n = 3 trouze grandes recompensas. Isso se
deve ao fato que a demonstracao para n = 3 também serve para n =
6,9,12,15, - --. Pois, se a equagdo b® + c® = a® tem solugdo, ao reescrever-
mos como (b%)> + (c*)® = (a?)? e considerando b* = B, ¢* = C e a®> = A,
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temos que a equacao B® + C3 = A3 tem solucdo, com isso gerando uma
contradicao. Assim, qualquer demonstracao que funcione com a potén-
cia de 3 vai funcionar para um niumero elevado a 6 ou qualquer outro
maltiplo de 3. Isso também é valido para o caso n =4 que Fermat tinha
demonstrado. A prova para n = 4 também serve paran = 8,12, 16,20, - - -
e qualquer outro maltiplo de 4. Com essas duas classes de niumeros
provadas, o desafio era provar o teorema para o caso de n ser um nUMero
primo diferente de 2 e de 3. Com isso todos os outros casos seriam
maultiplos dos casos primos e seriam provados implicitamente. Apesar
dessa ideia tornar mais simples a demonstracao, tinha um pequeno e
crucial problema: a infinidade de nimeros primos. Isso de uma forma

geral pos fim as esperancas de uma prova precoce para o Ultimo Teorema
de Fermat, (DIAS,2018.p49).

Posteriormente a segunda guerra mundial, matematicos comecaram a utilizar os
computadores como agregados aos célculos. Segundo Singh (2012), os computadores
foram de grande ajuda para os grupos de matematicos fazerem a demonstragao do
Ultimo teorema de Fermat para valores de n até 500, e em seguida para valores de
1.000 até 10.000. No decorrer da década de 1980 ele ja havia aprovacao para valores
de n até 25.000.

Ainda assim, mesmo que os computadores confirmassem valores imensos de n,
consecutivamente permanecia o equivoco para um valor maior, pois o teorema se
amplia para valores infinitos de n. Portanto, a tecnologia, ainda que competente e
instantanea em calculos, nao seria competente para demonstrar o Ultimo Teorema
de Fermat ( SINGH, 2012).

De acordo com Singh,(2012) os matemaéticos tedricos tinham conhecimento disso.
Eles permaneciam convictos de que a despeito das evidéncias originadas pelos com-
putadores, exclusivamente uma prova absoluta seria apropriado para colocar fim a
esse mistério. E isso iria suceder. Apds 350 anos que Fermat espalhou seu desafio
o magnifico matematico inglés Andrew Wiles por fim coloca um ponto final a esse
enigma.

4.3 Demonstracao para n = 3 utilizando o anel Z|w]

Uma outra demonstragao para o caso n = 3 do Ultimo Teorema de Fermat é
dada com argumentos algébricos.

Considere a equacao
X+ Y3 4+ 272°=0 (4.2)

Suponhamos que exista uma solugao nao trivial (o, 5,v) € Z [w]3 para essa
equacao. Podemos considerar que «, 3, v sao coprimos dois a dois. Com essa suposicao
e com os lemas a seguir, tentaremos chegar numa contradi¢cao, demonstrando assim
o teorema 4.3.

Lema 4.2: Em Z [w] podemos escrever X3 + Y3 = (X + 1Y )(X + wY)(X + w?Y)



Capitulo 4. Demonstragoes para os casos n=3 en =4 50

Demonstracao. Efetuando o produto:
(X + 1Y) (X +wY) (X +w?Y) = (X2 +wXY + XY +wY?)(X + w?Y)
1
= XP H XY wXPY XY 4 XY WX Y

1
WXY? 4 FY
=X+ XY (WP +w+ 1)+ XYV (1 +w? +w)+ Y3
:X3+Y3

[]

Lema 4.3: O elemento v =1 —w é um elemento irredutivel em 7 [w] e a fatoracao
de 3 em elementos irredutiveis de Z [w] ¢ 3 = —w?(1 — w)? = —w?~%

Demonstracao. Pelo item 3 da proposicao 3.4, o elemento v = 1 — w nao ¢ nulo
nem invertivel. Suponha agora que v = « - 8. Mostraremos que ou « ou (3 é
invertivel.

Aplicando a norma:
N(@)N(B) = N(7) = 3

Sabemos que, como 3 é primo no DIP Z, a tnica fatoracao de 3 em Z é 3 =3 - 1.
Portanto, N(a) =1 ou N(f) = 1, ou seja, o ou (8 é invertivel, novamente pelo
item 3 da proposicao 3.4.

Concluimos entao que v ¢ irredutivel e, como Z [w] é DIP (corolario 3.4), também
é primo em Z [w].

Vamos agora verificar que —w?y? é a fatoracao de 3 em elementos irredutiveis de
Z |w:

Cw?? = (1 — w)?
0?1 9w
=—-w+2-w
=—(W+w+1)+3
~3
Como Z |w] é DFU, essa ¢ a tinica fatoracao de 3. O

Lema 4.4: Se um inteiro a ¢é divisivel por v =1 — w em Z [w], entao 3|a em Z.

Demonstragao. Como a é divisivel por 7, existe k € Z[w] tal que a = kw.
Aplicando a norma, temos a®> = N (k)3 implicando que 3 divide a® em Z. Como
3 é primo em Z, concluimos que 3|a. O contrario também vale. De fato, se a é
inteiro e 3|a em Z [w], entdo 7|a, uma vez que 7y é fator de 3. O]

7
Lema 4.5: ] =73
<>
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Demonstracao. Verificaremos esse isomorfismo usando o teorema fundamental do
homomorfismo (TFH), isto é, precisamos definir um homomorfismo cuja imagem

Zw |

<>

seja Zs e cujo nucleo (ou kernel) seja o ideal < v >.

Para isso, podemos observar qual é a forma dos elementos de

a+bwt+<y>=a+b—-—by+<vy>=a+b+<v>.

Baseados nessa observacao e, juntamente com a proposicao 4.4, definimos a
seguinte funcao:

¢ Lw| — Zs
a+bwr—a+b

onde a + b representa a classe de a + b em Zs.
Vamos verificar que ¢ é um homomorfismo:

e Adicao:

o((a+bw)+ (c+dw)) =d((a+c)+ (b+ d)w)
—atct+b+d
=a+b+c+d
= ¢(a+bw) + ¢(c + dw)

e Multiplicagao:

o((a+bw) - (c+ dw)) = ¢((ac — bd) + (ad + be — bd)w)
=ac — bd + ad + bc — bd
= (ac + ad + bc + bd)
=(a+0b)-(c+d)
= ¢(a + bw) - ¢(c + dw)

Agora vamos verificar as condigoes necessarias para usar o TFH:
e O homomorfismo ¢ é sobrejetor. De fato, dado i € Z3, temos ¢(n+0w) = 7.

e Considere a €< v >. Entdo 3k = c+dw € Z[w] tal que a@ = kw. Escrevendo
de outra forma, temos a = (¢ + dw)(1 — w) = (¢ + d) + (2d — ¢)w. Portanto
¢(a) =c+d+2d—c=0. Logo, a € Kerg.

Por outro lado, seja o = a + bw € Kerg, isto é, ¢(a + bw) = 0. Assim,
a+b = 0, significando que, em Z, podemos escrever a + b = 3k. Mas

em Z [w], de acordo com a proposigao 4.3, isso pode ser reescrito como
a+b = —w?vy%k. Pela observacao feita no comeco dessa demonstracao, temos
que a = bw = —(b+ w?kvy)7 e portanto, a €< v >. Desse modo concluimos
a igualdade entre esses dois conjuntos.
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Portanto, pelo TFH

Zl] _ Z[]
Kerop <>

~ 73 = Im¢

. z
Com esse isomorfismo demonstrado, podemos representar as classes de %

por —1,0 e 1.

Também vamos representar por o — « mod v o homomorfismo candnico

entre Z [w] e %.

O
Lema 4.6: Seja o € Z|w]. Se a nao for divisivel por 7, entdo o® = + 1 mod ~*.

Demonstragao. Suponha que e = 1 mod 7. Entao 3 k € Z |w| tal que o = 1+ k7.
Elevando ao cubo ambos os membros da equacao:

o =1+ 3ry + 3629 + K39% = 1 — Wk — WPy'K? + KPP

Portanto

o — 1=k = w’k) =3 (k(k — w)(k +w))

Queremos agora mostrar que o termo (k(k — w)(k + w)) tem fator v. Para
isso, vamos analisar 3 casos:

e Se k =0 mod 7 ja temos o resultado que queremos.
e SeSek=1mod v: Entaok —w=1—w=~=0 mod v
e Sek=—1mody: Entao k+w=—-1+w=—y=0mod v

Assim, o termo (k(k—w)(k+w)) é divisivel por v para todo k. Logo, podemos
escrever a® — 1 = xy* e portanto, o® = 1 mod 7*. Analogamente, supondo,
a = —1 mod 7 chegamos a o® = —1 mod ~*. O]

Proposicao 4.1: Se (a,f3,v) € Z [w] for solugao da equacio X3+ Y3 + Z3 = 0, entdo
1. O elemento v = 1 — w divide exatamente um dos elementos « , 8 ou v.

2. Suponha que 7y|v. Podemos afirmar que a equagao
X34+ Y3 4+ U2 =0 (4.3)

admite solucdo (z,y,u,z) € Z|[w]" para algum inteiro n positivo. Seja ng o
menor inteiro n tal que a equagao tenha solucao.

3. 71022

4. Com relagao ao item 2, podemos afirmar que v|(z +y), 7|(z +wy) e v|(z + w?y)
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5. A equacao
V1YoV = Uo7} (4.4)

tem solucio (y1,ys,ys,u1,21) € Z [w]” com mde(y1,y2) = mde(y1,yz) = mde(ys,ys) =
1.

6. Podemos escrever y; = €;72"0 733 yy = et e y3 = €33, onde ¢; com i € 1,2,3
sao unidades de Z [w] e t; com ¢ € 1,2,3 sdo elementos de Z [w] , 0s quais s@o
dois a dois relativamente primos e nenhum ¢é divisivel por 7.

7. Usando a escolha de ng, obtemos um absurdo e concluimos que a equacgao
X3+ Y3+ Z% = 0 no tem nenhuma solucio nao trivial em Z [w].

Demonstracao. 1. Podemos supor «, 3 e v coprimos dois a dois, entao, de inicio
ja podemos descartar a possibilidade de haver um elemento que divida todos
os trés ao mesmo tempo ou quaisquer dois deles.

Assim, v pode dividir apenas um deles, ou nenhum. Suponha que v nao
Z |w]
g

divida nenhum deles. O lema 4.5 nos garante que = = Zs, logo, a = £1

mod~y, f = £+1 mody e v = +1 modr.

Como o + 33 + 13 = 0 em Z |w], entao
o+ 324+ =0 mod +* (4.5)

Mas vt a, vt B e vt v, logo pelo lema 4.6 temos que o® = +1 mod 7,
f% = £1 mody* e v® = £1 mod~*.
De 4.5 e pelo lema 4.6 temos

0=+ 2+ =+14+1+1=0mod~*

Absurdo! Pois a soma £1 4+ 1 £ 1 s6 pode ser {£1 £+ 3}. Como 1 # 0 mod
7 e, pela proposi¢ao 4.3 temos que 3 = —w?y? em Z [w], entao 3 # 0 mod +.
Com isso, concluimos que £1 4141 # 0 mod +*. Logo v divide exatamente
um elemento dentre o, 3 e v.

2. Como 7 divide um e somente um dos elementos «, §,v, sem perda de
generalidade, podemos supor que v | v. Logo, v = k- ~", mdc(k,y) =1 e
k € Z|w]. Podemos fatorar k como k = € -, em que € ¢ a unidade, ¢t € Z [w]
e mdc (v,t) = 1. Assim,
v=ey"t

onde € é invertivel, ¢ nao é divisivel por v e n pelo menos igual a 1, ja que

Y.
Logo,
o + B2 4 €97 = 0. (4.6)

Portanto, z = a, y = 3, u = €3, z =t € Z[w]" é solucdo da equacio 4.3.
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3. No item 1 vimos que a = £+1 mod v e § = +1 mod 7,
entdo a® = &1 mod +, % = £1 mod ~. Logo,

o®+ 3 ==+141 mod v (4.7)

Do item 2, temos a® + 33 + 394373 = 0 e, analisando-a médulo v obtemos
ad + B3 4+ 3423 = 0 mod v. Mas, v = 0 mod 7, entao

o® + 3% =0 mod v

e as classes de a e 8 tem sinais contrarios.
Logo, sem perda de generalidade, se &« = 1 mod =, entao f = —1 mod ~

Desse modo, pela equagao 4.6, temos a congruéncia
o + B3+ 9% = 0 mod ! = 443 = 0 mod ~*

Mas como v nao divide € nem ¢, pois pegamos a maior poténcia de v na
fatoracao de v, concluimos que v* deve dividir 7*", o que s6 é possivel se
tivermos n > 2, como queriamos demonstrar.

4. Pela proposicao 4.2, a equagao 4.6 pode ser escrita como
(z 4+ y)(z + wy)(z + wy) = —uy*"2* = 0.

Como v é primo em Z |w], e divide o lado direito da equagao, ele deve dividir
um dos fatores do lado esquerdo da equacao. O que vamos mostrar agora é
que se v dividir um dos fatores, ele também dividira os outros dois. Para
isso, verificaremos as equivaléncias

(@ +y) &l +wy) & 7l +wy)
e Suponha que v|(z + y), isto é, (z + y) = 0 mod ~. Portanto,

rtwy=x+wy+y—y

=r+ytwy—y
=z+y—y(l-w)
=2+ y mod vy
=0 mod v

= x + wy = 0 mod v
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e Se v|(x + wy), entdo

T+ Wy =7+ w(wy)
=z + w(wy) +wy —wy
=+ wy + w(wy) —wy
=z +wy —wy(l —w)
=0 mod v
= 2+ w’y =0 mod vy

e Finalmente, se v|(z + w?y):

x+y:x+w3y
=z + w(wy) + Wy — Wy
=z + W'y +w(w’y) -y
=7+ w’y — w?y(l —w)
=0 mod vy
= x+y=0mod v

Portanto, concluimos que ~ divide os trés fatores.

5. Pelo item anterior, como v divide os trés fatores, existem yy,ys2,y3 € Z [w]
tais que

(z+y)=n7, (@+wy) =yye (@+w’y) =ysy (4.8)

Entao a partir da solugao da equacao 4.3 e do lema 4.2, escrevemos:

o + B3 = —uByiny3
(2 + )z +wy) @ +w'y) = —u'y"2?
Y17y - Yoy - Ysy = _u373nz3
73 CY1Yolyy = _u373n23
_U373n23
Y1Yalys = T
3n
Y
Y1Y2ys = —uS?Z?’
3, 3n—3_3

Y1YaYys = —uy z

Assim, (y192y3,u,2) € Z [w]5 é solucao da equacao 4.4.
Agora falta provar que y1,y2,y3 sao coprimos dois a dois. Para isso, suponha
Y1 € Y2 Nao coprimos, entdo existe um elemento a € Z [w| que divide ambos.

Entao pelas equacoes 4.8 temos

Tty

X
Y = Yealyy = al



Capitulo 4. Demonstragoes para os casos n=3 en =4 56

T+ wy T+ wy

Yo = ealys = al

Se a divide os dois, ele também divide a diferenca, logo

(a:—iry) (x—irwy) (a:—l—y—:v—wy)
a| — =a |
v 7 7

:>a|y—wy
7
]__

i,a|y( w)
Y

=aly

Como a | (x + y) e a | y entdo alz. Absurdo! Pois, pela demonstracao do
item 2, * = w, y = f e mdc(z,y) = 1. Logo, y; e yz sdo coprimos.
Similarmente, supondo que aly; e alys, entao a | ”%ry ea| %‘”2?4 Segue dai

que a | <w>, ouseja, a | (w+1)y. Como w+1 é unidade, concluimos

que aly e consequentemente a|x, contradizendo novamente a hipétese de que
T € 1 Sa0 coprimos.

m+wyf:r7w2y
ey ),
isto é, a | wy. Mas w é unidade, implicando que a|y e segue também que

. ~ 2 .
Finalmente, se aly; e alys, entao a | xJ;‘”y eal “;’ 4. Assim, al (

alx, de onde chegamos outra vez que numa contradigao.

Logo v1,y2,y3 sao coprimos dois a dois.

6. Pelo item anterior, mdc(y;,y2)= mdc(y1,y3)= mdc(ys,y3)=1, portanto os
yis (1 = 1,2,3) s@o coprimos dois a dois. Assim, por Z [w] ser um DFU, a

fatoracao ¢ tnica e apenas um deles possui o fator 33

, pois se nao, o
mdec seria diferente de 1.

Também pelo item anterior, temos que

Nyysy = —uy "2 = | gzt = Y ey = Y | v

para algum 1.

Sem perda de generalidade, podemos supor que v*"~3 | y;. Escolhendo ng
como o menor inteiro que satisfaz essa condigao e fatorando v,y € y3 temos

g1 = ey’
Yo = €t
ys = 63753

onde ¢; com i € {1,2,3} sao unidades de Z[w| e t; com ¢ € {1,2,3} sao
elementos de Z [w], os quais sdo coprimos dois a dois e nenhum ¢é divisivel
por 7.
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7. Observe que

2
T T+ w T+ w
+y+w + y+w2 twy

g v g
(1 4+w+w?) +y(1+w+w?)

N

Y1 + wys + Wy =

e assim, fazendo as substitui¢oes do item 6 temos
w2€3tg + (UEth + 61’)/3”0731&? =0
Como w é unidade, podemos dividir por w?:

2 3 3 3no—343
w?est weot 6’)/0 t 0
33 209 1 1

w2 w2 72 w2

Como €3 ¢é unidade, também podemos dividir por €3. Dali, a equacao ficara:

3 3no—343
Egt €17 t
th+ —=4+—5—=0
Wes wW=eg
€2 —1 €1 2. \—1 ox .
Note que —— = ey(wez)™! e = €1(w?€e3) " sdo unidades de Z [w] e,
wes w?es

fazendo ey(wes) ™ = €4 e € (w?e3) ! = €5 temos:

3 3 3n9—343

ts + eqty + 577" 7t =0
Passando a equacido acima mod ~* temos que €, € {1, - 1w, —w,w?, —w?},
as unicas unidades existentes.

Fazendo uma substitui¢ao direta, temos que ¢4 € {1, — 1} e assim achamos
uma solucao da equacgao 4.3 e como 3ny — 3 < 3ny temos um absurdo pela

escolha do ng.
O

Logo, provamos o seguinte teorema
Teorema 4.3: A equacao diofantina:
X+Y*+2°=0
nao possui solugio (z,y,z) € Z3 tais que z,y,z # 0 e 2,3,z € Z.

Essa demonstragao é muito interessante, ao passo que nao utilizamos ferramentas
intrinsecas da teoria dos nimeros, mas sim, de dlgebra abstrata. Essa ligacao entre as
teorias, torna a Matematica uma ciéncia muito interessante, podendo o pesquisador,
caminhar em varias areas para a solugao de um problema.
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4.4 Uma aplicacao do teorema

Saber aplicar conceitos matematicos é muito importante. Isto facilita a compreen-
sao dos alunos de escola basica, além de mostrar a importancia do contetido. Podemos
apresentar para um aluno do Ensino Médio o Ultimo Teorema de Fermat, ja que este
aluno conhece o Teorema de Pitagoras e pode se perguntar se ha possibilidade de
alterar os expoentes de 2 para outro n inteiro. Nao ha necessidade de demonstrar,
mas o conhecimento de sua existéncia ja possibilita um olhar diferenciado para a
aritmética.

Pensando numa aplicacao do Ultimo Teorema de Fermat para ser levada as escolas
de ensino bésico, podemos utilizar a demonstracio que v/2 é irracional. Vejamos:

Exemplo 4.4.1: Supondo que {/2 seja racional, temos que v/2 = 7. Elevando a 3 os
dois lados, temos: (¥/2)? = (2)? = 2 = & = a® = 20° = a® = b° + b® Absurdo! Pois,
como demonstrado neste trabalho, a tltimo igualdade nao possui solugao. Com isso,
concluimos que /2 é irracional.

Esse argumento pode ser generalizado.

Teorema 4.4: /2 é irracional.

Demonstracdo. Suponhamos que /2 seja racional. Logo /2 = %, com p,q € 7,
qg#0en>2.

Elevando ambos os lado a n-ésima poténcia e desenvolvendo a igualdade,
obtemos:

oL
qTL
pt=q"+q"

Mas a ultima igualdade contradiz o Ultimo Teorema de Fermat. Logo, /2 é
irracional. L

D’Ambrésio em [4], aborda a prética matemética em sala de aula e cita o Ultimo
Teorema de Fermat como uma das possibilidades. Para ele, pesquisa é o elo entre a
teoria e a pratica e deve-se explorar essa matematica experimental no ensino basico.
Ele cita que esse carater experimental da matematica foi removido do ensino e que
esse pode ser um dos fatores que contribuiram para o mau rendimento escolar. Ainda
assim, cabe ao professor mudar essa realidade, buscando uma formacao continuada e
seu aprimoramento profissional, tornando a experimentacao parte fundamental das
aulas, principalmente as de matematica que atualmente sao muito mecanicas.

Apresentar esse teorema para alunos do ensino basico é de suma importancia,
visto que, ha ainda um tabu em relacao a disciplina e, para a maior parte dos
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individuos, o estudo da matematica é visto como ciéncia exata e perfeita. Além disso,
nos como professores de matematica, temos o papel de apresenta-la de uma forma
instigante, agucando o interesse dos alunos pela disciplina e pela pesquisa.



D

Andrew Wiles e a solucao do teorema

Figura 5.1: Imagem de Andrew Wiles

Nascido em 11 de Abril de 1953 em Cambridge, Inglaterra, Andrew Wiles tornou-
se PhD em matemédtica pela Universidade de Cambridge (1975-1979) orientado
pelo australiano John Coates. Andrew Wiles foi professor em Princeton, consagrou
como matematico a partir dos anos 80, através da sua demonstracao (1995) quando
apresentou o mais célebre desafio matematico do tempo, o Teorema de Fermat:

“Considerando a equagao x" + y" = 2", Fermat afirmou que nao
existem valores inteiros para x,y e z que satisfacam a equacao quando n
for um nimero inteiro maior do que 2. As possiveis provas de Fermat
perderam-se e a demonstracao deste teorema tornou-se um dos desafios
mais famosos da historia da matemdtica, enfrentado pela maioria dos
matemdticos por mais de trés séculos.” (SALVADOR, 2014.86p)

Apébs sete anos de trabalho, no dia 23 de junho de 1993, o matematico Andrew
Wiles divulga, durante a conferéncia do Sir Isaac Newton Institute for Mathematical
Sciences em Cambridge, que havia encontrado uma demonstracao para o desafio.

60
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Entretanto, logo em seguida, foi constatada uma pequena falha, que levou Wiles a
se retirar por um periodo de mais de um ano e, por fim retornar com a demonstracao
reformulada.

Em 1995, posteriormente ha varios meses de apreciacao das 200 paginas, a sua
demonstracao é fatalmente aceita. Tratava-se de uma demonstracao de forma técnica
que somente alguns grupos de matematicos no universo apresentariam qualidades
para seguir o raciocinio. Wiles recebeu a consagracao definitiva e 50.000 libras como
recompensa da Fundacao Wolfskehl pelo feito.

Em 1963, quando tinha dez anos de idade, Wiles retornava para casa e resolveu
entrar na biblioteca da Rua Milton, uma pequena biblioteca, que tinha uma excelente
colecao de livros sobre enigmas; e foi atraido por um livro que tinha apenas um
problema, mas sem solucao. O livro era “O Ultimo Problema”; de Eric Temple Bell,
onde apresentava a histéria de um problema matematico de origem grega, que até
entao, nenhum matematico conseguira demonstra-lo.

A partir dai, Wiles passou a infancia e o periodo de vida académica tentando
descobrir a solucao para tal desafio. Wiles teve que abdicar por um determinado
tempo o seu sonho:

“Quando fui para Cambridge eu realmente tive que deixar Fermat de
lado. Nao € que o tivesse esquecido, ele estava sempre ld — mas percebi
que as unicas técnicas para se lidar com o problema tinham 130 anos
de idade. E nao me parecia que estas técnicas estavam chegando a raiz.
O risco de se trabalhar com Fermat era que se poderia passar anos sem
chegar a parte alguma. E étimo trabalhar em qualquer problema desde que
ele gere uma Matemdatica interessante ao longo do caminho — mesmo que
nao consiga resolvé-lo ao final da vida. A definicao de um bom problema
de Matemdtica reside na Matemdtica que ele produz, nao no problema em

si.” (SALVADOR, - 2014).

John Coates estava com a responsabilidade de encontrar nova obsessao para Andrew,
qualquer coisa que chamasse a atencao e ocupasse seu tempo com as pesquisas por
mais uns trés anos.

“Eu creto que tudo que um supervisor de pesquisa pode fazer por um
estudante € tentar empurrd-lo numa diregao de pesquisa frutifera. E claro
que € impossivel ter certeza do que serd uma diregao frutifera em termos
de pesquisa, mas talvez algo que um experiente matemdtico pode fazer é
usar seu senso prdtico, sua intuicao do que seja uma boa drea e entao
dependerad so do estudante decidir até onde ele pode ir naquela direcao.”
(SALVADOR, - 2014).

Finalmente, Coates decidiu que Wiles precisava estudar uma area da Matematica
acerca das curvas elipticas. De modo que a determinagao seria para evidenciar
um ponto essencial na carreira de Wiles e ao mesmo tempo lhe proporcionaria as
tecnologias indispensaveis para abordar o Ultimo Teorema de Fermat. A denominacao
“curvas elipticas” é de certa forma enganadora porque nao sao elipses e nao sao
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encurvadas no significado habitual da expressao. Elas ganharam esta nomenclatura
visto que no transpor dos tempos eram utilizadas para medir o perimetro de elipses
e a dimensao das érbitas planetarias, onde iremos mencionar como equagcoes elipticas
no lugar de curvas elipticas:

“ 0 desafio com as equacoes elipticas assim como no caso do Ultimo
Teorema de Fermat é determinar se elas possuem solucoes para niumeros
inteiros, e se assim for, quantas. Por exemplo, a equagao eliptica tem
apenas um conjunto finito de solucoes para numeros inteiros, a saber.
Sitmplesmente, mudando-se 0s valores de n em uma equagao eliptica
geral, os matemdticos podem gerar uma variedade de equacoes, cada
uma com suas caracteristicas proprias, mas todas elas possiveis de serem
solucionadas. As equacoes elipticas foram originalmente estudadas pelos
antigos matemdticos gregos, incluindo Diofante, que dedicou uma grande
parte de sua Aritmética ao estudo de suas propriedades. Provavelmente
wspirado por Diofante, Fermat também aceitou o desafio de estudar as
equacoes elipticas. Como elas tinham sido estudadas por seu herdi, Wiles
ficou feliz em explord-las ainda mais.”(SALVADOR, — 2014).

Apds 2000 anos as equacoes elipticas ainda eram causa de grandes problemas para
estudiosos. Wiles disse:

“Ainda estamos longe de entendé-las completamente. Eu poderia apre-
sentar muitas perguntas aparentemente simples sobre equacgoes elipticas
que ainda nao foram respondidas; inclusive, perquntas que o proprio
Fermat considerou, ainda nao possuem respostas. De certo modo, toda a
Matemdtica que eu fiz tem suas origens em Fermat, se nao, no Ultimo
Teorema de Fermat.”

Wiles estudou as equagoes durante a graduagao, ele coloca que a resolugao do ntiimero
exato era tao dificil que o tinico modo de fazer algum progresso era simplificar o
problema, como por exemplo, usando o que os matematicos chamam de aritmética
modular.

5.1 O erro encontrado

Ha relatos que em 23 de agosto de 1993, foi detectado por Katz, um erro crucial
envolvendo a metodologia de Kolyvagin-Flach, porém foi um tanto sutil que Katz
nao havia notado até o presente momento.

E evidente que mesmo com o erro, Andrew dera um grande passo. Antes dele,
ninguém havia conseguido abordar a conjectura de Taniyama-Shimura e agora
todos estavam empolgados pois ele mostrou muitas ideias novas; havia coisas novas,
fundamentais, que ninguém tinha considerado antes. Mesmo que a demonstracao
nao pudesse ser consertada, ela ja era um grande avango na matematica.

A esposa de Wiles, relatou que o tnico presente de aniversario que ela almejava,
era que Wiles apresentasse a demonstracao concluida. Devido a esse pedido, Wiles



Capitulo 5. Andrew Wiles e a solucao do teorema 63

foi para um isolamento e nao fez nenhum manifesto a propodsito do pedido da esposa,
também nenhum dos examinadores se manifestaram, pois havia muita pressao a
respeito da liberacao dos manuscritos. Peter Sarnak, matematico e amigo confidente
de Wiles, indagava: “Sabe que ha uma tempestade 1a fora?” Mas Wiles seguia
desligado de tudo procurando se concentrar apenas na resolucao do problema.

5.2 A demonstracao correta

Apés algum tempo sem sucesso trabalhando na demonstracao do teorema, Wiles
convidou Richard Taylor, um professor de Cambridge, para vir a Princeton trabalhar
com ele na prova do teorema. Taylor era um dos avaliadores da demonstragao e um
ex-aluno de Wiles, sendo, portanto, de confianca. No ano anterior ele estivera na
plateia do Instituto Isaac Newton vendo seu supervisor apresentar a demonstracao
do século. Agora era seu trabalho ajudar a resgatar a prova defeituosa.

Wiles e Taylor trabalharam um ano e dois meses, posteriormente a divulgacao
da demonstracao. Wiles deu de presente de aniversario para sua esposa a prova do
Ultimo Teorema de Fermat, devido a mesma ser a tnica que tinha conhecimento do
maior sonho de Wiles.

Andrew Wiles arrastou por oito anos de absoluto esforco e estudo para demonstrar
o Ultimo Teorema de Fermat, divulgado em 1995, atingindo assim, o término do
mistério que persistira por trés séculos e meios. Finalmente foi oficialmente provado
o Ultimo Teorema de Fermat. Nos termos de Wiles:

“Bu tive o raro privilégio de conquistar, em minha vida adulta, o que
fora o sonho da minha infancia. Sei que este € um privilégio raro, mas se
vocé puder trabalhar, como adulto, com algo que significa tanto para voce,
1sto serda mais compensador do que qualquer coisa imagindvel. Tendo
resolvido este problema, existe certo sentimento de perda, mas ao mesmo
tempo hd uma tremenda sensacgao de liberdade. Fu fiquei tao obcecado
por este problema durante oito anos, pensava nele o tempo todo quando
acordava de manha e quando ia dormir de noite. Isto é um tempo muito

longo pensando sé em uma coisa. FEsta odisséia particular agora acabou.
Minha mente pode repousar”, (SALVADOR, — 2014).

5.3 Prémios que ganhou devido a demonstracao

A demonstragao do teorema rendeu ao matematico nao apenas fama, mas também
prémios importantes na area, os quais incluem o Prémio Real da Sociedade Real,
o Prémio de Matematica da Academia Nacional das Ciéncias dos EUA, o Prémio
Rolf Schock, o Prémio Ostrowski, o Prémio Wolf (50.000 libras), a Medalha Real
da Sociedade Real, e o Prémio Shaw. Além disso, com o prémio Abel, concedido
anualmente, Wiles recebeu 6 milhoes de coroas norueguesas (700 mil délares), valor
também comparavel ao do Nobel - tanto em remuneracao financeira quanto em
prestigio.

A Uniao Internacional de Matemaética presenteou-lhe com uma placa de prata, um
acontecimento inédito. Ele foi agraciado com o primeiro Prémio Clay de Investigacao.
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Em 2000, recebeu o titulo de cavaleiro.
Segundo um comunicado da Academia de Ciéncias da Noruega, que concede o
Prémio Abel:

“Andrew J. Wiles € um dos poucos matemdticos - se ndo o unico - cuja
prova de um teorema foi parar nas manchetes internacionais. Quando ele
solucionou o ultimo teorema de Fermat em 1995, esse era o mais famoso
e mais antigo problema em aberto na historia da matemdtica.”

5.3.1 Medalha Fiels

A medalha Fields, conferida pela Uniao Internacional de Matemaética (IMU), é
contemplada como a grande honra recebida por um matematico. Assim sendo, é conti-
nuamente comparada ao prémio Nobel. Entretanto a Fields tem uma particularidade:
¢ uma premiacao feita somente para os matematicos com até 40 anos.

Infelizmente, Wiles estava com 41 anos, na data em que apresentou a prova final
e, por estar acima da idade padronizada, o matematico nao pode receber o prémio.

Em 2014 o Brasil apresentou em alto grau motivos para festejar: Artur Avila,
que pesquisa na area de Sistemas Dinamicos, foi o primeiro brasileiro agraciado na
histéria do prémio (que comegou em 1936). Isso ndo é pouco, é o maior prémio ja
conquistado por um cientista brasileiro.
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Neste trabalho demonstramos que nao existem solugoes inteiras para a equacao
" +y" = 2" paran=3en =4, com x,y,z # 0. Durante anos, muitos matematicos
tentaram demonstrar o caso geral deste teorema ou provar sua inconsisténcia. Embora
esses esforcos tenham terminado em “fracasso”, eles levaram a criagao do maravilhoso
arsenal de ferramentas e técnicas matematicas que foram vitais para as ultimas
tentativas de se conseguir uma demonstracao e, que hoje, sao usadas nas mais
diversas areas da matematica.

Ao final, foi possivel compreender a importancia do Ultimo Teorema de Fermat
para a matematica e sua historia. Em meio a procura de uma solucao para o mesmo,
foram criadas varias teorias que expandiram o meio matematico. Suas demonstracoes
para casos especificos usam conceitos diversos, e, como visto neste trabalho, pode-se
demonstrar o mesmo caso usando diferentes ferramentas matematicas. Para o caso
em que n = 3 por exemplo, vimos aqui, uma demonstracao usando ferramentas da
teoria dos numeros e outra usando algebra abstrata. Ainda assim, a demonstracao
geral, feita por Andrew Wiles, usa conceitos que a principio nao possuem nenhuma
relacao com o teorema citado. Isso reforca a ideia de que um matematico pesquisador
pode caminhar em varias areas para a solugao de um problema.

Wiles, apds longos anos de estudo, adentrou para a histéria da matematica e
conseguiu provar o teorema mais excitante e desafiador da historia da matematica,
que sobreviveu a muitas épocas e encheu a mente de ilustres matematicos ao decorrer
desse periodo.

Considerando o estudo como um todo, o mesmo apresenta uma referéncia a mais
ao aprofundar o estudo na teoria dos niimeros e principalmente na teoria de anéis.
Apesar das dificuldades encontradas em meio as demonstracoes, posso afirmar que
esse tema teve uma importancia significativa em minha formacao académica.

Com o aprendizado aqui adquirido, foi possivel perceber que ha muito por tras
daquilo que chega pronto aos estudantes e reforca a importancia da pesquisa no
meio académico para entender os conceitos que existem por tras do problema. A
dificuldade para chegar na solugao de um problema, vai muito além das habilidades
individuais, como ¢ implantado em nossa mente em sala de aula. Ha conceitos triviais
que podem auxiliar bastante na compreensao e nao terem sido passado para os alunos
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ou como aqui visto, a teoria para sua resolucao, pode nem ter sido criada.

E necessario agucar a curiosidade dos alunos levando-os a compreensao do con-
teudo e ao conhecimento eficiente e perduravel, despertando assim, e interesse dos
mesmos, tirando aquele peso de que a matematica é dificil. A aplicagao do Ultimo
Teorema de Fermat em sala de aula, como aqui assinalado, pode ser um bom caminho
para isso.

Finalizo na esperanca que este estudo contribua para motivar outros académicos
a desenvolverem pesquisas, reforcando relagoes em meio aos mais diferentes ramos
da matematica.
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