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Resumo

VARGAS, Augusto Meireles, Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2022. O
Teorema de Hopf-Rinow em Variedades Riemanniana Completas.. Orientador:
Alexandre Alvarenga Rocha.

O objetivo deste trabalho é uma pesquisa bibliografica onde faremos o estudo
introdutério a geometria Riemanniana, tendo como resultado uma aplicacao do
Teorema de Hopf-Rinow. Os pré-requisitos para abordar tal tema sao conhecimentos
bésicos de Geometria diferencial, Anslise e Algebra Linear.

O projeto se divide em sete capitulos intitulados, Introducao; Variedades Di-
ferenciaveis; Variedades Riemannianas; Conexao Afim e Conexao Riemanniana;
Geodésicas; O Teorema de Hopf-Rinow e Conclusoes.

O Capitulo 1 se ocupa basicamente de comparacoes entre variedades com superfi-
cies e das motivagoes ao estudo do que se segue. No Capitulo 2, sao abordados temas
basicos de um curso de Geometria Riemanniana, contendo resultados necessarios para
o desenvolvimento do Capitulo 3. No capitulo 4, é definida a conexao Riemanniana
a qual tem a finalidade a “derivacao usual” no produto interno. No Capitulo 5,
trabalhamos as geodésicas. Mostra-se que toda curva minimizante é uma geodésica.
Portanto, toda curva geodésica é uma candidata a minimizante, tornando mais
simples a tarefa de encontrar as curvas minimizantes, visto que devemos procura-las
dentre as geodésicas. No capitulo 6, chegamos ao tema central desse trabalho, o
Teorema de Hopf-Rinow que garante a existéncia de curvas minimizantes de distancias
que ligam dois pontos quaisquer de uma variedade fechada.

Consideracoes finais acerca do trabalho sao realizadas no Capitulo 7.
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Abstract

VARGAS, Augusto Meireles, Universidade Federal de Vicosa, February, 2022. The
Hopf-Rinow Theorem on Complete Riemannian Manifolds.. Adviser: Alexandre
Alvarenga Rocha.

The objective of this work is a bibliographical research where we will make the
introductory study to Riemannian geometry, resulting in an application of the Hopf-
Rinow theorem. The prerequisites for approaching this topic are basic knowledge of
Differential Geometry, Analysis and Linear Algebra.

The project is divided into seven chapters entitled, Introduction; Differentiable
Varieties; Riemannian manifolds; Affine Connection and Riemannian Connection;
Geodesics; The Hopf-Rinow Theorem and Conclusions.

Chapter 1 is basically concerned with comparisons between varieties with surfaces
and motivations for studying what follows. In Chapter 2, basic topics of a Riemannian
Geometry course are addressed, containing the necessary results for the development
of Chapter 3. In chapter 4, the Riemannian connection is defined, which has the
purpose of the “usual derivation” in the inner product. In Chapter 5, we work
on geodesics. It is shown that every minimizing curve is a geodesic. Therefore,
every geodesic curve is a candidate for minimizing, making the task of finding the
minimizing curves simpler, since we must look for them among the geodesics. In
chapter 6, we get to the central theme of this work, the Hopf-Rinow Theorem which
guarantees the existence of distance-minimizing curves connecting any two points of
a closed variety.

Final considerations about the work are made in Chapter 7.
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Introducao

A geometria Riemanniana é uma generalizagao da geometria diferenciavel em
que se estuda as variedades Riemannianas (uma variedade diferencidvel em que cada
espaco tangente é dotado de um produto interno que varia suavemente ponto a
ponto). Ela tem profundas conexoes com diversas dreas da matemadtica; como, por
exemplo, Equacgoes Diferenciais Parciais além das suas aplicagoes na relatividade e
em mecanica celeste.

Com estas caracteristicas, podemos definir diversas métricas como angulos, areas,
curvaturas e o interesse desse trabalho, comprimento de curvas. No plano euclidiano
sabemos que as curvas que minimizam as distancias sao as retas. Entretanto, quando
se trata de variedades, as curvas devem estar contidas nela, o que torna o trabalho
de encontrar a curva que minimiza a distancia um processo mais complicado.

Dada uma variedade diferenciavel n-dimensional conexa, ¢ normal de se pensar
que deve haver uma curva que minimize a distancia entre dois pontos (neste trabalho
todas as variedades serdo conexas). Tal curva é chamada minimizante e se prova
que toda curva que minimiza a distancia é uma geodésica. Assim, encontrando o
conjunto de todas as geodésicas, temos as candidatas a minimizantes, tornando o
processo de encontra-los um pouco mais simples. O Teorema de Hopf-Rinow garante
a existencia de curvas minimizantes de distancias que ligam dois pontos quaisquer
de uma variedade completa. Assim, dados dois pontos na variedade completa existe
sempre uma geodésica minimizante que os conecta.



Variedades Diferenciaveis

As variedades diferenciaveis surgem para estender a utilizacao de ferramentas
do Célculo Diferencial a espagos mais gerais que o R". Recordemos a defini¢ao de
superficie regular.

Defini¢ao 2.1 (Superficie regular): Um subconjunto S C R3 é uma superficie
regular se, para cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacao
x: U —= VNS de um aberto U de R? sobre VNS C R? tal que:

1. x é diferenciavel. Isto significa que se escrevermos,
x(u,0) = (2(u0) () 2(we),  (wp) €U
as fungoes coordenadas tém derivadas parciais continuas de todas as ordens.

2. x é um homeomorfismo. Como x é continua pela condicao 1, isto significa que
x tem inversa x ' : VNS — U que é continua.

3. Para todo ¢ € U, a diferencial dx, : R* — R? ¢ injetiva.

Figura 2.1: Superficie regular.

(@(u,0), y(u, v), 2(u,v))

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como consequéncia da definicao, temos a chamada mudanca de parametros sendo
um difeomorfismo, ou seja, se temos duas parametrizagoes x, : Uy = Sexg: Ug — S
de modo que x4 (Us) N25(Us) = W # 0 entdo as aplicacdes 25" 0 zq : 2,1 (W) — R?
extoxs: $El<W) — R? sdo diferencidveis. Mais detalhes da proposiciao podem ser
encontrados em [2]

Podemos pensar entdo nas superficies regulares de R?® como deformacoes de
pedacgos do plano, colados sem que resulte em pontas, arestas ou auto intersecoes, de
modo que quando dois abertos se intersectam a transicao de um para outro se realiza
de maneira diferenciavel. Dessa forma, faz sentido falar de fungoes diferenciaveis e
aplicar os métodos do Célculo Diferencial em superficies do R3.

O problema na definicao de superficies é a grande dependéncia do R?, o que
queremos de fato é aplicar o Célculo Diferencial, sem a dependéncia do espaco
euclidiano no qual a superficie esta inserida. As variedades diferenciaveis nao
possuem esse limitador, e serao definidas de R™ — M com n qualquer. Diferencidvel
significard sempre de classe C*.

2.1 A nocao de variedades

Definigao 2.2 (Variedade diferencidvel): Uma variedade diferencidvel de dimenséao
n ¢ um conjunto M e uma familia de aplicagoes biunivocas z,, : U, C R" — M de
abertos U, de R" em M tais que:

1. U, 2a (Ua) = M.

2. Para todo par «, 3,comx, (Uy) Nz (Ug) = W # (), os conjuntos z,'(W) e
xgl(W) sao abertos em R" e as aplicacoes x/gl ox, ez, oxg sdo diferencidveis.

3. A familia de aplicagoes biunivocas {(U,, z,)} é maxima relativamente as con-
digdes (1) e (2).

Note que a definicao de variedades se assemelha bastante com a definicao de
superficies. Além da generalizacao da dimensao de 2 para m, o ponto crucial é a
exigéncia da diferenciabilidade na mudanca de parametros garantindo a possibilidade
de usarmos as ferramentas do Calculo Diferencial.

Chamamos parametrizagdo (ou sistema de coordenadas) de M em p, o par
(Ua,z4) (ou aplicacao x,) com p € z,(U,). O aberto x,(U,) é chamado vizinhanga
coordenada em p.

Exemplo 2.1.1: Todo espago euclidiano, munido com a identidade (R™,;4R™) como
unica aplicacao é uma variedade diferencidvel.

Exemplo 2.1.2 (Nao variedade): O conjunto de uma reta unida com um plano que
nao a contenha ndo é uma variedade diferencidvel.
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Figura 2.2: Exemplo de nao variedade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O ponto A tem uma vizinhanca que é homeomorfa ao R?, o ponto C vizinhanca
homeomorfa ao R e toda vinhanga de B contem um pedaco do plano e da reta. Assim
esse conjunto nao pode ser uma variedade, pois falha a segunda condigao da defini¢ao
de variedades.

Exemplo 2.1.3: A esfera S™ = {(21,...,2541) € R™; Sl = 1} C R"*! com a
topologia induzida por R™ é localmente euclidiano, ou seja, para cada ponto p € S™

existe uma vizinhanca U C R"™ homeomorfa a um aberto de S™.

Figura 2.3: Esfera

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se denotarmos por N = (0,---,0,1) e S = (0,---,0,—1) os polos norte e sul,
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obtemos dois sistemas de coordenadas (S™ —{N},mn) e (S™ — {S},m5) onde 7y e mg
denotam as projecoes estereograficas por N e S respectivamente.

7n leva um ponto p = (z1,-++ ,zp41 € S™ — {N}) no ponto de interse¢ao
hiperplano com z,,; = 0 com a reta que passa por p e N.

Figura 2.4: Projecao estereografica my.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos escrever mn como:

I T
Wml,...,xm):(_ . _)

1_xn+17 .,l_xn—i-l
A aplicagao my € diferenciavel e injetiva. Podemos escrever mg de maneira andloga
trocando N por S. mg possui as mesmas propriedades e pode ser escrita como:

T Tn
s (T1y o Tpgr) = [

L4+ 2’ 1420
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Figura 2.5: Projecao estereografica my e 7mg.

Lnti

X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim as parametrizagoes (R™, my') e (R, mg') cobrem a esfera S™.
As fungoes de mudanga de coordenadas sao de classe C'*° onde,

Lj / ZLj
Y;

B 1 +$n+1

(yla'--ayn)eRn, jzl,...,n

P T

.~ 1 ,
Usando a definicao da esfera ZZL r7 = 1 uma das mudangas de coordenadas é dada

por:
/ Y

% D i Vi
Assim a esfera com as aplicagoes dadas cumpre os requisitos 1 e 2 da definicao de
variedades diferencidveis. Quando isso ocorre chamamos o par (U,, z,) de estrutura
diferencial. Em verdade o requisito 3 aparece por razoes puramente técnicas ja que
podemos completar uma estrutura diferenciavel de modo a torna-la maxima. Basta
considerarmos entao, a colegao maximal que contém as parametrizacoes acima e
temos que a esfera é uma variedade diferenciavel como queriamos.

Exemplo 2.1.4 (Graficos): Os graficos serao variedades.
fUCR" SR, feC>®U)

G(f) =A{(z, f(z);x € U}.
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Com a tnica parametrizacao dada por:

0 :U—G(f), 0(x) = (2, 0(x))

E esperado que todas as superficies regulares também sejam variedades e de fato
isso ocorre.

Exemplo 2.1.5 (Superficies de dimensao 3): A afirmacao é imediata, basta usar
as parametrizacoes z, : U, — S e gracas ao teorema da funcao implicita, temos
que as mudancgas de coordenadas de superficies regulares sao diferenciaveis. Logo as
superficies sao variedades de dimensao 2.
Em verdade, podemos ampliar a definicao de superficies para uma dimensao k.
A importancia do exemplo acima é que ele nos garante uma infinidade de exemplos
de variedades.

Definigao 2.3 (Superficies de dimensao k): Um subconjunto M* C R" é uma
superficie regular de dimensao k se para cada p € M* existem uma vizinhanca V' de
p em R” e uma aplicacio z : U C R¥ — M NV de um aberto U C R* sobre M NV
tais que:

(a) ¢ um homeomorfismo diferencidvel.

(b) (dx), : R¥ — R" é injetiva para todo g € U.

De maneira analoga a superficies de dimensao 3, utilizando o teorema da funcao
inversa, temos que a mudanca de coordenadas ¢ diferenciavel e assim elas também
sao variedades.

Definicao 2.4: Seja F': U C R* — R™ uma aplicacao diferencidavel de um aberto U
do R". Um ponto p € U é um ponto critico de F' se a diferencial dF), : R" — R™ nao
é sobrejetiva. A imagem F'(p) de um ponto critico é chamada um valor critico de F'.
Um ponto a € R™ que nao é um valor critico é chamado um valor regular de F.

Exemplo 2.1.6 (Imagem inversa de um valor regular): Sejam
F:UCR"—R FeC™.

e a € R valor regular de F'.
Entao, M = F~!(a) C R" é variedade diferencial.

Demonstracao do exemplo 2.1.6: Pelo teorema da funcao implicita temos que
localmente M é um grafico, de fato como a é um valor regular temos:

oF oOF
— - ,—— | =VF(P)#0 Vpe F '(a
(fr ) = VR 20 e (o

Como o gradiente difere de zero, alguma das coordenadas difere de zero, usamos
essa coordenada para construir o grafico em torno de p e utilizando o exemplo
2.1.4 temos que esse grafico é uma variedade. Ja que isso vale para todo o ponto p,
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conseguimos cobrir toda a variedade com graficos. Mostra-se também que a intersecao
de tais graficos é diferenciavel. Concluimos com isso que a imagem inversa de um
valor regular é uma variedade.

Notacgao: Doravante, quando indicada uma variedade por M™ o indice superior n
indicara a dimensao de M.

Para seguirmos adiante estabeleceremos o conceito de diferenciabilidade de uma
aplicagao entre variedades.

Definicao 2.5: Sejam, M{' e MJ" variedades diferencidveis. Diremos que uma aplica-
cao o : My — M, é diferenciavel em um ponto p € M; se dada uma parametrizacao
y:V CR"™ — M, em @(p) existe uma parametrizacao,

x:UCR"— M
em p tal que (x(U)) C y(V) e a aplicacao,
y ltopox:UCR" = R™
é diferenciavel em x~*(p).

Figura 2.6: Aplicacao diferencidvel.

o(a(
z(U)
©(p)
; -

) y(V)
I l y
/7 y—l ocpox o 7
—i V
\) \\J -
U

Fonte: Elaborada pelo autor.

Diremos que ¢ ¢é diferenciavel em um aberto de M; se ¢ for diferenciavel em
todos os pontos deste aberto. Pela condicao 2 da definicao de variedade diferenciavel
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é imediato que se @ for diferenciavel em p em uma parametrizacao ela sera também
em outra qualquer que contenha p em seu dominio.

2.2 Derivada direcional

Um dos pontos cruciais no estudo de superficies regulares é a nogao de vetor
tangente. Usaremos os conhecimentos obtidos das superficies regulares de R? para
encontrarmos o de variedades. Para superficies temos a seguinte definicao:

Definicao 2.6 (Vetor tangente em superficies): Seja a(t) = (z(t),y(t), 2(t)),t € I C
R, uma curva parametrizada diferencidavel. O vetor o/(t) = (2'(t),y'(t), 2/(t)) é dito
vetor tangente de o em ¢.

Nas superficies do R? o vetor tangente o/(¢) tem uma propriedade interessante:
a/(t) nos da a velocidade da curva a no instante t. Como nao temos mais o suporte
de um espago ambiente, encontraremos uma caracteristica para o vetor tangente de
variedades que substitua a de velocidade que temos em R3.

Fixe p € M. Considere a curva « : (—e,e) = M com «(0) =p, e x: U — z(U)
tal que p pertenca a x(U) podemos escrever o como:

a(t) = (z1(t)), ..., zu(t)) ,t € (—e,8), (21, ...,2,) € R™.

Assim,
' (0) = (£4(0),...,2,(0)) =v €R"

n

Em uma vizinhanca de p o vetor tangente atua nas fungoes diferenciaveis. De
fato, se f for uma funcao diferenciavel definida em uma vizinhanga de p, restringindo
f a curva «, temos a derivada direcional em relacao de v como:

-3 iz L (Z xé(o)ai) )

=1 K3

d(foa)
dt

d{L‘i
dt

Note que essa operacao nao depende da escolha de «, assim a derivada direcional
¢ um operador sobre fungoes diferenciaveis que depende exclusivamente de v. Esta é
a propriedade caracteristica que desejavamos.

Definigao 2.7 (Vetor tangente): Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao
diferencidvel a : (—e,e) — M ¢é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha
que «(0) = p € M, e seja D o conjunto das fun¢oes de M diferencidveis em p. O
vetor tangente a curva a em t = 0 é a funcao o/(0) : D — R dada por:

d(f o)

Q(0)f = =

feD,

t=0

Um vetor tangente em p, é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva o : (—¢,¢) - M
com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T),M.

Sejam z : U C R™ — M parametrizagao com p € z(U) e f: M — R.
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Temos,
q:(xh”'axn)eUa fol'<q>:f($1,...,l'n).

Se a(t) € x(U), te€ (—¢,¢), entao x o a(t) = (x1(t),...,2,(t)) ¢ uma curva em
U.
Assim restringindo f a a:

Q0)f = Gl o) = L)

éx»@(ax@) (Zx (axl)>f.

Ou seja, o/ na parametrizacao x é dado por:

(Zx (ax,) )

¢ o vetor tangente em p correspondente a i-ésima curva coordenada.

i

Onde < 68

Da ultima igualdade temos dois resultados importantes:

1. O vetor tangente o' depende apenas das derivadas de o em um sistema de
coordenadas.

2. T,M ¢é um espaco vetorial de dimensao n. Ele ¢ formado pelo conjunto de
vetores tangentes a variedade M no ponto p. A base de T,M depende da
escolha da parametrizagao x : U — M, e é dada por:

o) (@)}

Proposigao 2.1: Sejam M e MJ" variedades diferenciaveis e seja ¢ : My — M,

uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € M; e cada v € T, M, escolha uma curva
diferencidvel v : (—e,e) — M; com «(0) = p e o/(0) = v. Faga 8 = poa. A aplicagao
de, + T,My — Ty M,y dada por dy,(v) = £/(0) é uma aplicacao linear que nao
depende da escolha de a.

Demonstragao da proposigao 2.1: A demonstracao pode ser encontrada em [1]
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Figura 2.7: Aplicacao linear dyp,,.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2.8: A aplicagao linear dy, dada pela proposigao 2.1 é chamada diferencial
de ¢ em p.

Definigao 2.9: Sejam M; e M, variedades diferenciaveis. Uma aplicagao ¢ : My —
M, é um difeomorfismo se ela é diferencidvel, injetiva, sobrejetiva e sua inversa ¢!
¢ diferenciavel. ¢ é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p
e V de ¢(p) tais que ¢ : U — V é um difeomorfismo.

O conceito de difeomorfismo é um conceito natural de equivaléncia entre variedades
diferenciaveis. A consequéncia imediata do teorema da fungao composta é que se
¢ : My — M; é um difeomorfismo, entao de,, : T,My — Ti,,) My € um isomorfismo
para todo p € My; em particular M; e M, tém dimensoes iguais. O inverso local
deste fato é o famoso teorema da aplicacao inversa para variedades.

Teorema 2.1: Sejam ¢ : M{" — M3 uma aplicagao diferenciavel e p € M; tal que
dpy : TyMy — T,y My é um isomorfismo. Entao ¢ é um difeomorfismo local em p.

Demonstragao do teorema 2.1: A demonstracao é uma aplicacdo imediata do
teorema da funcao inversa no R".

U

2.2.1 O fibrado tangente

Sejam M™ uma variedade diferencidvel e TM = {(p,v);pe M,v e T,M} =
LJp€A4C[bA4

Teremos que T'M tem uma estrutura diferenciavel, com dimensao 2n.

Seja {(Ua, xa)} a estrutura diferenciavel maxima de M. Denotaremos por
0 0

B Ao
0z oxy

espacos tangentes de z,, (U,) . Para cada «a, defina:

(e

(xf,...,2%) as coordenadas de U, e por { } as bases associadas nos

y, Uy x R" — TM,
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por

Yo, (T, T Uy, uy,) =

= 0
= (.’Ija (QZ?,...,.CL’?:),ZU,Z'%> ,(ul,...,un) e R".
=1

2

Geometricamente, isso significa que encontramos as coordenadas do ponto (p,v) €
TM como as coordenadas zf,...,x5 de p mais as coordenadas de v na base

) )
{@7 e ey @}

De fato T'M é uma estrutura diferenciavel, ja que U, o (Us) = M e (dz,), (R") =
Tro@M, q € Uy, temos:

v (Ua x R") =T
o que satisfaz a primeira condicao da definicao 2.2. Temos também:
(p,v) €y, (Ua x R") Nyg (Ug x R™).

Entao,
(p,v) = (Ta (¢a) , da (va)) = (25 (g8) , dag (vg))
onde g, € Uy, ¢qs €U, v,,vs € R". Portanto,

ygl 0 Yy (G, Va) = ygl (Ta (¢a)  dq (va)) =
= ((azgl o ma) (Ga) ,d (:13;1 o :Ba) (va)) )

Como a:gl oz, € diferenciavel, d (xgl 0 o) também o é. Decorre daf que ygl oy, é
diferenciavel, o que verifica a segunda condicao da definicao 2.2. Com isso concluimos
o exemplo.

2.3 Orientacao

Definigao 2.10: Dizemos que M" é orientavel se M admite uma estrutura diferen-
ciavel {(Uq,,z4)} de modo que:

1. 9{(Ua,$a)} =M.

2. Para todo par a, 8,comx, (U,) Nz (Ug) = W # (), a diferencial da mudanga
de coordenadas xg o ! possui determinante positivo.

A escolha de tal estrutura é chamada orientacao de M. M, neste caso, é chamada
orientada. Se tal escolha nao for possivel, a variedade é chamada nao orientavel.

Exemplo 2.3.1: Todas as variedades que podem ser cobertas por uma tunica vizi-
nhanca coordenada sao trivialmente orientaveis. Em particular, o R™ por 2.1.1 e as
variedades que sao graficos de uma funcao ja que essas sao variedades diferenciaveis
pela proposicao 2.1.4.

Exemplo 2.3.2: Se uma variedade diferenciavel pode ser coberta por duas vizinhancas
coordenadas, cuja intersecao é conexa, entao a variedade é orientavel. De fato, seja
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W a intersecao das vizinhancas, tome um ponto p € W. Se o determinante da
mudanca de coordenadas em p for negativo basta alterar a ordem de uma das bases,
assim o determinante se torna positivo. Como o determinante difere de zero em W
além de ser positivo em p, pela conexidade de W o Jacobiano é positivo em todos os
pontos de W satisfazendo assim a definicao de orientabilidade.

Facilmente podemos verificar que uma variedade diferenciavel conexa orientavel
admite duas, e somente duas, orientagoes distintas.

Sejam agora M, e My variedades diferenciaveis e ¢ : My — M, um difeomorfismo.
E imediato verificar que M; é orientavel se e s6 se My é orientavel. Se, além disto,
M; e M, sao conexas e estao orientadas, ¢ induz uma orientagao em M, que pode
coincidir ou nao com a orientagao de M;. Dizemos entao que ¢ preserva a orientacao
se elas coincidem. No caso em que ¢ nao coincidir com a orientacao inicial de M,
dizemos que ¢ reverte a orientacao.

2.4 Campos de vetores

Defini¢ao 2.11 (Campo de vetores): Um campo de vetores X em uma variedade
diferenciavel M é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor
X(p) € T,M. Como aplicagbes, X é uma aplicacdo de M no fibrado tangente T M.
O campo ¢ diferenciavel se a aplicacao X : M — T'M ¢é diferenciavel, no sentido de
diferenciabilidade entre variedades ja que T'M é uma variedade de dimensao 2n.

Veremos como isso acontece na imagem de uma certa parametrizagao x : U C

R™ — M,

X(p) = Zai(p)a—mi7 (2.1)

onde cada a; : U — R é uma func¢ao em U e {%} ¢ a base associada a x,1 =
k2
1,...,n. E claro que X ¢ diferencidvel se e s6 se as fungoes a; sao diferenciaveis

para alguma parametrizagao. Como a mudanca de coordenadas é um difeomorfismo,
consequentemente X ¢é diferenciavel para qualquer parametrizacao.

Por vezes é mais conveniente utilizar a ideia sugerida por 2.1 e pensar em um
campo de vetores como uma aplicacao X : D — F do conjunto D das fungoes
diferenciaveis em M no conjunto F das fungdes em M, definida do seguinte modo:

(XN0) = S alp) ), €.

%

onde f, por abuso de notagao, é a expressao de f na parametrizacao x.

Lema 2.1: Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade

diferenciavel M. Entao existe um unico campo vetorial Z tal que, para todo
feDZf=(XY -YX)f.

Demonstragao do lema 2.1: Mostraremos que se Z existe, entao ele é tinico. Depois
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mostraremos sua existéncia.
Suponha que tal campo Z exista. Sejam p € M e x : U — M uma parametrizacao

X = Zal&cl Y= Zjﬁx

as expressoes dos campos X e Y na parametrizacao x. Logo para toda f em D
temos:

em p e sejam:

_ of o, 01
XYf=X ; b Ox;j Z 'O, Ox;j + ZZ i g axzﬁx]

B of da; Of
YXf_Y(zi:“’ax) Zbﬂasg o, Z bfa axj

Subtraindo as equacoes obtemos:

(2.2)

Zf=XYf-YXf=)_ (aigfj —b»aaﬂ') of
2%

’ (9.%'@ &rj .

Como os indices a e b sao unicos, temos que Z fica bem definido.

Para provar a existéncia, defina em cada vizinhanga coordenada z,(U,) da
estrutura {(Uy,Za)}Z como na equagao 2.2. Nas intersegoes entre duas vizinhangas
utilizamos a sua unicidade e assim podemos definir Z em toda a variedade M.

O

Defini¢ao 2.12: Chamamos de colchete [X, Y] o campo vetorial Z dado pelo Lema
2.1. O colchete [X,Y]=XY —YX de X eY; Z éevidentemente diferencidvel.



Variedades Riemannianas

Queremos cada vez mais trabalhar nas variedades independentemente ao espago
R™. Para fazermos geometria nas variedades precisamos do conceito de métrica na
variedade, a partir dela conseguiremos calcular e estender conceitos da geometria
diferencial classica como comprimento de curva, area e volume.

3.1 Meétricas Riemannianas

Defini¢ao 3.1: Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma
variedade diferencidavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M
um produto interno ( , ), (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no
espago tangente 7, M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido:
Sex : U C R" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de
0

p,comx (1, Ta, ..., T,) =q € x(U) e a—xi(q) =dx(0,...,1,...,0), entdo

(505 0) =ser

¢ uma funcao diferenciavel em U.
Para a nogao de equivaléncia entre as estruturas temos a definicao de isometria.

Definigao 3.2: Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —
N (isto é, f é uma bijegao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma
isometria se:

(u, v)p = (dfp(u), dfp(V)) () ¥P € M, u,v € T,M. (3.1)

Definigao 3.3: Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicacao diferenciavel
f: M — N é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanca U C M de p
tal que f: U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo 3.1.

Exemplo 3.1.1 (O exemplo canénico): Seja M = R" com ai identificado com

e; =(0,...,1,...,0). Assim, T,M = M = R" e a métrica é dada por (e;, e;) = d;j.

15
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R™ é chamado espago euclidiano de dimensao n e a geometria Riemanniana deste
espaco é a geometria métrica euclidiana.

Exemplo 3.1.2 (Métrica produto): Sejam M e N variedades diferencidveis e sejam
{(Us, o)}, {Vs,ys} as estruturas diferencidveis de M e N respectivamente. Consi-
dere o pl/"oduto cartesiano M x N e as aplicacoes z.5(p,q) = (ma(p), yﬂ(q)) ,p € Uy,
q € Vp. E facil verificar que {(U, X V3, 245)} € uma estrutura diferencidavel em M x N.
De maneira natural, podemos induzir uma métrica em M X N como se segue.
Sejam my : M X N — M e my: M x N — N as projecoes canonicas de M e N,
respectivamente. Entdo, defina a métrica produto em (p,q) € M x N por:

(U, ) (p.g) = (dm1 - u, dmry - v), + {dmy - u, dms - v),

para todo (p,q) € M x N e u,v € T(pq (M x N). E de f4cil comprovagao que esta é,
de fato, uma métrica para o produto M x N.

Com o exemplo anterior conseguimos encontrar a métrica para diversos objetos
como, por exemplo, o toro T" = St x --- x S! com a estrutura Riemanniana obtida
escolhendo no circulo S* C R? a métrica Riemanniana induzida por R? e tomando
a métrica produto n vezes. Chamamos toro plano o toro 7™ com esta métrica
Riemanniana.

Exemplo 3.1.3 (Pseudo esfera): A pseudo esfera é uma superficie de revolucao
obtida pela rotacao da tratrix, cuja parametrizacao é:

x = sechu cosv

y = sech usenv;

z = u — tanh u.
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Figura 3.1: Pseudo esfera.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Efetuando, X, = (2, Yu, 2u) € Xy = (24, Yo, 2) temos:

g1 = (X, Xu)
— cos(v) tanh(u) sech(u)
= < — cos(v) tanh(u) sech(u), — sech(u) tanh(u) sen(v), 1 — sech?(u) ) - | —sech(u) tanh(u) sen(v)
1 — sech?(u)

= cos®(v) sech?(u) tanh?(u) + sech?(u) sen?(v) tanh? (u) + (1 — sech?(u))* = tanh?(u)

gi12 = g21 = <Xu7Xv>

—sech(u) sen(v)
= ( — cos(v) tanh(u) sech(u), — sech(u) tanh(u) sen(v), 1 — sech?(u) ) . sech(u) cos(v)
0

= (cos(v) sech?(u) sen(v) tanh(u) — cos(v) sech?(u) sen(v) tanh(u) + 0 = 0

g22 = <XvaXv>
—sech(u) sen(v)
= ( — sech(u) sen(v), sech(u) cos(v),0 ) : sech(u) cos(v)
0

= (sech?(u) sen®(v) + cos®(v) sech?(u)) = sech?(u)
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Assim temos:
g11 = (Xu, Xy) = tanh? u,

G12 = g1 = (X, Xy) = 0,
920 = (X, Xo)) = sech? .

Definigao 3.4: Chamamos curva parametrizada uma aplicacao diferenciavel ¢ : I —
M de um intervalo aberto I C R em uma variedade diferenciavel M.

Figura 3.2: Exemplo de curva parametrizada.

BN

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observagao: Por diversas vezes, por um abuso de linguagem, chamaremos a imagem
da aplicagao ¢ de curva. Note que uma curva parametrizada pode ter auto-intersecoes
e “bicos”.

Definicao 3.5: Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é uma
aplicacdo que associa a cada t € I um vetor tangente V (t) € T, M. Dizemos que V'
é diferenciavel se para toda funcao diferenciavel f em M, a fungao t — V(¢)f é uma
funcao diferenciavel em 1.

d
Chamamos campo velocidade (ou tangente) de ¢ o campo vetorial dc (—)

dt

de
indicad —
indicado por o

Restringindo uma curva ¢ em um intervalo fechado [a,b] € I temos um segmento.
Se M é uma variedade Riemanniana definimos o comprimento do segmento por:

b 1/2
dc dc
EZ(C):/ <dt’dt> dt
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Conexao Afim e Conexao Riemanniana

Definimos o vetor velocidade em uma variedade riemanniana M gragas ao conceito
de espaco tangente. Com isso podemos encontrar a velocidade de uma curva ¢ em
uma variedade. Naturalmente, é de se pensar em como poderiamos encontrar a
aceleracao dessa curva.

Vamos novamente, recorrer as ideias que usamos em superficies. Sejam S uma
superficie do R?, ¢ : I — S uma curva parametrizada e V : I — R? um campo de
vetores tangentes a S restritos a c. O vetor dd_‘;’ t € I, em geral, nao pertence ao
plano tangente T, ;)S, e com isso a derivada do campo vetorial V' nao ¢ uma nogao
da geometria intrinseca da superficie S. Ao invés de buscarmos um espago maior

4

que contenha esses “vetores-aceleragao” aproveitamos o proprio espaco tangente.

Consideramos em vez da derivada padrao % a derivada covariante % que € a
projecao ortogonal da derivada ‘fi—‘t/ sobre o plano tangente T, )S.

O mais importante da derivada covariante é que ela s depende da primeira forma
fundamental de S [1], por isso podemos usar esse conceito em variedade riemannianas.
Além disso, a nocao de derivadas covariantes nos garante mais resultados como
a nocao de velocidade e aceleracao. Para isso precisamos definir uma nocao de
derivacao de campos de vetores com certas propriedades, as chamadas conexdes afins.

Essas serao tratas nesse capitulo.

4.1 Conexoes afins

Antes de definirmos o que é uma conexao afim, comecemos indicando por X (M)
o conjunto de todos os campos vetoriais de classe C*° em M e por D(M) o anel das
funcoes reais de classe C'™ definidas em M.

Definicao 4.1: Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicacao,
ViXM)x X(M)— X(M),

que se indica por (X,Y) B v xY e satisfaz as seguintes propriedades:
1. VfX+gyZ = vaZ + gVyZ,

2. Vx(Y + 2Z) = VxY + VxZ,

19
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3. Vx(fY)=fVxY + X(f)Y,onde X|Y, Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 4.1: Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa um campo vetorial V' ao longo da

curva diferenciavel ¢ : I — M a outro campo vetorial 2 d ao longo de ¢, denominado

t
derivada covariante de V' ao longo de c, tal que:

D _ DV DwW
L z(V+W) =%+ 55

2. B(fV) = V + fZ¢, onde W ¢ um campo de vetores ao longo de ¢ e f ¢ uma
funcao dlferenmavel em [.

3. SeV é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(c(t)),
entao 2¥ = Vae/atY .

Observacao: A igualdade % = Vac/atY da proposicao 4.1 faz sentido, visto que
VxY(p) depende exclusivamente do valor de X (p) e do valor de Y ao longo de uma
curva tangente a X em p.

Com a parte 3 da proposi¢ao 4.1 podemos mostrar que a conexao afim é um
conceito local. De fato, escolhendo em torno de p um sistema de coordenadas
(1, ,2,) e escrevendo,

X = szqu Y = Zijj’
i J

onde X, = , obtemos:

ViV =) a;Vy, (Z ijj)
i J
= eV X+ wiXi () X
ij ]

Expressando Vx, X; como Y, I'¥ Xk, concluimos que F sao funcoes diferenciaveis
e que

VY = Z (Z zy T+ X (y )) Xi,

o que prova que VxY(p) depende de z;(p),y;(p) e das derivadas X (yx) (p) de vy
segundo X.

A proposicao acima nos mostra que com a escolha de uma conexao afim em M
temos uma maneira de derivar vetores ao longo de curvas, em especial podemos falar
de aceleracao de uma curva de M. Geometricamente, podemos interpretar a conexao
afim num ponto p € M como sendo a taxa de variacao de um campo Y num ponto p
ao longo de uma curva ¢ : (—€,€) — M com c(0) = p e £(0) = X (p).

Demonstragao da proposicao 4.1: Para provar a unicidade suponhamos que exista
uma correspondéncia que satisfaca as trés propriedades da proposicao 4.1. Sejam
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z: U CR" — M um sistema de coordenadas com c¢(I)Nz(U) # 0 e (z1(t), ..., 2,(t))
a expressao local de ¢(t),t € I. Fazendo X; = 8%1-’ podemos expressar o campo V
localmente por V' =3 0/ X;,j = 1,...,n, onde v/ = v/(t) e X; = X;(c(t)).

Pelas propriedades 1 e 2, temos:

DV dvj DX
Tl T

Pela propriedade 3 e 1 da definicao de conexao afim 4.1,

DX;
dt Vdc/th V( daci XZ)XJ
d iy
—Z iy X ij=1,....n
Portanto,
Dv dv’ dx;

o . ’ i+ i UJVXin. (4.1)
J i\j

A igualdade 4.1 nos mostra que caso exista uma correspondéncia satisfazendo as
propriedades da proposicao 4.1 entao ela é tnica.

Z¥ em x(U) pela tltima igualdade. As
propriedades desejadas sao de verificacao imediata e caso exista y(1V') outra vizinhanga
coordenada de modo que z(U) N y(W) # @ definimos 2¥em y(W) da mesma
forma. As defini¢oes coincidem na intersecao z(U) N y(W) pela unicidade de 2% em

Agora para provar a existéncia, defina

z(U). Podemos entao estender a definigao em toda a variedade M, isso conclul a
demonstragao.

O

Definicao 4.2: Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Um
campo vetorial V' ao longo de uma curva. ¢ : I — M é chamado paralelo quando

dt =0, para todo t € I.

Proposigao 4.2 (Transporte paralelo): Seja M uma variedade diferenciavel com
uma conexao afim V. Seja ¢ : I — M uma curva diferenciavel em M e V um vetor
tangente a M em c(ty),tg € I (isto é Vy € T,y M ). Entao existe um tinico campo
de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V (to) = Vp. V(t) é chamado o transporte
paralelo de V' (to) ao longo de c).

Demonstragao da proposigao 4.2: Admita que a proposicao tenha sido provado
para o caso em que ¢(I) estd contido na vizinhanga coordenada. Por compacidade,
dado t; € I, o segmento ¢([tg,t1]) C M pode ser coberto por um nimero finito
de vizinhancas de coordenadas, onde V é definido pela hipétese. Por unicidade, a
definicao é consistente nas intersegoes nao vazias, permitindo que V' seja definido ao
longo de todo [to, t1].
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Precisamos, portanto, provar o teorema quando ¢(I) estiver contido em uma
vizinhanga coordenada = : U C R® — M em torno de c(I). Seja z7'(c(t)) =
(z1(t), -, w,(t)) a expressdo local de c(t) e Vo = > vy X, onde X; = 52 (c(to))-

T

Suponha a existéncia um campo vetorial V' em x(U) que é paralelo ao longo de ¢
com V(tg) = V. Entao V = 37 1/ X; satisfaz:

DV dv? dx; .
0="22 Ny LIV e X
ar et it - g VX

Tomando Vx, X; = >, Fij , € substituindo j por k£ na primeira soma, temos:

DV dv® dx,
—_— _— J Zrk X :0
dt ;{ dt +Zv dt ”} F

]

O sistema,
dv® dx;
0= — [ 7 2
a2 g

k=1,...,n,

irj
com n equacgoes diferenciais em v*(¢) possui uma tnica solucdo, a qual satisfaz
v*(to) = vE. Entdo, segue-se que, caso exista V ele é tinico. Mais que isso, j& que o
sistema ¢ linear, a solucao esta definida para todo ¢t € I, o que comprova a existéncia
de um unico V' que satisfaga as propriedades desejadas.

O

4.2 Conexao Riemanniana

Definicao 4.3: Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana ( , ). A conexao é dita compativel com a métrica ( , ), quando
para toda curva diferenciavel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e
P’ ao longo de ¢, tivermos (P, P') = constante.

O motivo de definirmos as conexodes compativeis é justificado pela proxima
proposicao a qual mostra que se a conexao V for compativel com a métrica ( , ),
entao é possivel usar a “regra do produto” usual para diferenciar o produto interno.

Proposicao 4.3: Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é
compativel com a métrica se e s6 se para todo par V e W de campos de vetores ao
longo da curva diferenciavel ¢ : I — M tem-se:

d DV DW
—(V.W)=(— W V,— ). tel.
9 vwy <dt, >+<,dt>,e

Demonstragao da proposigao 4.3: A volta é imediata, visto que é claro que a equacao
acima implica que a conexao V é compativel com a métrica { , ). Provaremos,
portanto, a ida.

Considere {P; (to), ..., P, (o)} uma base ortonormal de T, (M ). Com auxi-
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lio da proposicao do transporte paralelo 4.2 podemos estender paralelamente os
vetores P, (ty),i = 1,...,n, ao longo de c. Como V é compativel com a métrica,
{Pi(t),..., Py(t)} é uma base ortonormal de ¢ (M ), para qualquer ¢ € I. Conse-
quentemente, podemos escrever,

V = E P, W= E w'phP;, 1=1,...,n.
i i
Onde v* e w' sao funcoes diferencidveis em 1.
Segue-se entao que,

DV ~dv DWW  ~dw

= _ _p P..
dt — dt Ydt — dt "

Por conseguinte,

DV DwW dvt ,  dw'
<W’W>+<V’ dt>_z{dtw+dtv}

O

Corolario 4.1: Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel
com a métrica se e sO se:

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ), X,Y,ZeX(M).

Demonstracao do corolario 4.1: Suponha que a conexao V seja compativel com a
métrica. Sejam p € M e ¢: I — M uma curva diferencidvel com ¢ (ty) = p,to € I e
d ~

d_ﬂt:to = X (p). Entao,

d
XY, 2) = 2V, 2)] = (VxpY.2),+{Y:VxpZ),
t=to

Como p é arbitrario, vale:

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx2).
A volta é evidente.
O

Definicao 4.4: Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é dita
simétrica quando:

VxY = VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M)
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Teorema 4.1 (Levi-Civita): Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tnica
conexao afim V em M satisfazendo as condicoes:

1. V é simétrica.
2. V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragao do teorema 4.1: Inicialmente suponha a existéncia de uma tal conexao
afim V. Entao,

X(Y,Z) = (VyY,Z) + (Y,VxZ), (4.2)
Y(Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VyX), (4.3)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V,Y). (4.4)

Somando as equacoes 4.2, 4.3 e subtraindo 4.4, temos, pela simetria de V, que:
XY, Z2)+Y{(Z, X)-Z(X,Y) = (X, Z,Y)+([Y, Z], X)+([X, Y], Z) +2(Z,Vy X) .
Portanto,

(Z,Vy X) = %{X(Y, 2)+Y(Z,X) — Z(X,Y)
- <[X7 Z}7Y> - <[Y, Z]7X> - <[X7Y]=Z>}

(4.5)

Sendo assim, a conexao afim V é tnica. Para demonstrar a existéncia de V basta
defini-la por 4.5. E fécil verificar que V esta bem definida e satisfaz as condigoes
desejadas.

O

Para finalizar esse capitulo analisaremos o que fizemos acima em um sistema de
coordenadas (U, ). As fungdes I'}; definidas em U por Vx, X; = >, T, X}, sdo os
conhecidos simbolos de Christoffel da conexao.

Da equacao 4.5, tomando Z = X e Vy X =), Féle temos por um lado,

(Z.VyX) = <Xk,2r§jxl> = TH(Xe X)) => Thou.
1 l !

Por outro:

%(X<Y> Z> +Y<Z>X> - Z<X?Y> - <[X7 Z]7Y> - <[Y> Z]’X> - <[X7Y]>Z>)
1[0 B )
=35 (8_%%1“ + a_xjgki - a_xkgij> :
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Portanto,
ZPI 1 0 0 o 0 B
l Uglk 8 g]k axjgkz axkgw
Como a matriz (g,) admite uma inversa, denotada por (gkm), temos:
=33 (e = gy 00) 0
gjk gkz axk gz] g .
Em termos da notacao de Christoffel, a derivada covariante tem a expressao
DV dv* dx;
- = N kit Vx
- et

que vem de (1). Observe que % difere da derivada usual no espaco euclidiano em

classica

termos que envolvem a notacao de Christoffel. Para o espaco euclidiano R"™, teremos
I'V; = 0. Portanto, no espago euclidiano, a derivada covariante é consistente com a
derivada usual.
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5.1 Fluxo geodésico em variedades

Defini¢ao 5.1: Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica se g (—) =0
para todo t € I. Se [a,b] C [ e~y : 1 — M é uma geodésica, a restrigao de v a [a, ] é

chamada (segmento de) geodésica ligando v(a) a ~(b).

Por se tratar de uma curva, assim como no capitulo passado, por vezes chamaremos
a imagem da geodésica v como sendo a prépria geodésica.

Uma propriedade bastante 1util, que vem da definicao de geodésica, é que se
v : I — M é uma geodésica, implica que vetor tangente ‘fl—z tem comprimento

d /dvy dvy _o Ddy dy _0
dt \dt’dt/ “\dtdt’dt/
Desconsideraremos os casos em que | dt\ = ¢ = 0. Fazendo isso, excluimos as
geodésicas que sao pontos na variedade M.

constante. De fato,

O comprimento de arco s de 7, a partir de um ponto t = ¢, é dado por:

s(t) :/t:

d
d—Z’dt:c(zﬁ—to).

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.
Quando ocorrer ¢ = 1, ou seja, s(t) =t —ty diremos que a geodésica esta normalizada
(ou parametrizada pelo comprimento de arco).

Determinemos as equagoes satisfeitas pelas geodésicas localmente. Seja (U,x) um
sistema de coordenadas em torno de y(ty). Em U a curva 7, dada por,

(@) = (21(1), - (1))

é uma geodésica se e sé se,

D (dyY d?zy, kdxld:c] 8
O_dt<dt)_zk:(dt2 2T Gdt dt ) Oxy

7]

26
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Como {3%1, ey %} é uma base, temos o sistema de n equagoes diferenciais de
n
2% ordem,
2
d*xy, A dx;

L R E=1,... 1
dt + <« dt dt 0, e Th (5.1)

%,J

Para estudarmos o sistema acima, é conveniente considerar o fibrado tangente
T M, definido em 2.2.1.

O fibrado tangente de M, T'M ¢é o conjunto dos pares (¢,v),q € M,v € T, M.
Se (U, z) é um sistema de coordenadas em ¢ € M, entao qualquer vetor v em T, M,
pode ser expresso como v =y ., yia%i'

Localmente, o fibrado tangente pode ser visto como o produto TU = U x R".
Além disso, a projegao canénica m: TM — M dada por m(q,v) = ¢ é diferencidvel.

Qualquer curva diferencidvel t — v(t) em M determina uma curvat — (y(t), 2 (¢))
em T'M. Se v é uma geodésica, entao, em TU, a curva:

d[El

t (xl(t),...,xn(t), — (t),...,%(t))

satisfaz o sistema:

dlEk
Cﬂytk (5.2)
o = XLy k=1-n

em coordenadas (1, ,Zp,Y1.,..,Yn) de TU. Localmente o sistema nos diz que dado

um ponto p € z(U) e um vetor tangente v € T,M, existe localmente uma tnica
geodésica que passa por p com velocidade v. Sendo assim, o sistema de segunda
ordem 5.1 em U é equivalente ao de primeira ordem 5.2 em TU.

Recordemos o seguinte resultado de equacoes diferenciais.

Teorema 5.1: Se X é um campo C* num aberto V' de uma variedade M ep € V
entao existem um aberto Vj C V.p € Vj, um namero § > 0, e uma aplicacao
C®,¢:(=0,0) x Vg — V tais que a curva t — ¢(t,q),t € (=4,0), é a tnica trajetéria
de X que no instante ¢t = 0 passa pelo ponto ¢, para cada q € V.

Lema 5.1: Existe um unico campo G em T'M cujas trajetérias sao da forma ¢ —
(v(t),~/(t)), onde v é uma geodésica em M.

Demonstragao do lema 5.1: A demonstracao é uma consequéncia imediata do
teorema de existéncia e unicidade aplicado ao sistema 5.2.

O

Definigao 5.2: O campo vetorial G definido acima é chamado campo geodésico em
TM e seu fluxo é chamado fluxo geodésico em T'M.
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Aplicando o teorema anterior ao campo G no ponto (p,0) € T M, obtemos a
seguinte propriedade:

Para cada p € M existem um aberto 4 em TU, onde (U,x) é um sistema
de coordenadas em p e (p,0) € U, um nimero § > 0 e uma aplicacdo C*, ¢ :
(=6,0) xU — TU, tais que: t — p(t,q,v) é a unica trajetéria de G que satisfaz a
condigao inicial ¢(0,¢q,v) = (¢q,v), para cada (q,v) € U.

E possivel escrever U como:

U={(¢q,v)€TU;qeV eveT,Mcom |v| <e}

onde V C U é uma vizinhanga de p € M. Fazendo vy =mop,onde 7 : TM — M ¢é a
projecao canonica, podemos escrever o resultado anterior do seguinte modo.

Proposicao 5.1: Dado p € M, existem um aberto VC M, p € V, niimeros d > 0 e
g1 > 0 e uma aplicagao C'*,

v:(=6,0) xU = MU ={(¢q,v);q € V,veT, M| <e},

tais que a curva t — y(t,q,v),t € (—0,0), é a unica geodésica de M que no instante
t = 0 passa por ¢ com velocidade v, para cada ¢ € V e cada v € T, M com |v| < ;.

A proposicao garante que se |v| < € existe uma unica geodésica y(t,q,v) no
intervalo (—4,5). O préximo lema nos diz que podemos aumentar esse intervalo, dimi-
nuindo a velocidade da geodésica, ou podemos aumentar sua velocidade diminuindo
o intervalo.

Lema 5.2 (Homogeneidade de uma geodésica): Se a geodésica 7(t,q,v) estiver
definida num intervalo (-4, d), entao a geodésica (¢, q,av),a > 0, esta definida num

intervalo (—g, g) e vale:

v(t, q,av) = v(at, q,v).

Demonstragao do lema 5.2: Seja h : (—é é) — M uma curva dada por h(t) =

a’a

v(at,q,v). Entao h(0) = ¢ e 2¢(0) = av. Além disso, como I/(t) = ay'(at, q,v),

D (dh
dt (%) = Vih'(t) = a’Vy(arq)y'(at, q,v) = 0,

onde, na primeira igualdade, estendemos h/(t) a uma vizinhanga de h(t) em M. Dessa
forma, h é uma geodésica que no instante ¢ = 0 passa por ¢ com velocidade av. Pela
unicidade de trajetoérias:

h(t) = ~(at, q,v) = ~(t, q,av).
0

Podemos combinar a proposicao 5.1 com o lema da homogeneidade obtendo o
seguinte resultado.
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Proposigao 5.2: Dado p € M, existem uma vizinhanga V' de p em M, um niimero
e > 0 e uma aplicagdo C°, v : (—22) xU — M, U = {(¢,w) € TM;q € V,w € T, M,
|lw| < e} tal que t — (¢, q,w),t € (—2,2), é a tnica geodésica de M que no instante
t = 0 passa por ¢ com velocidade w, para cada g € Ve cada w € T,M, com |w| < «.

Demonstracao da proposicao 5.2: A geodésica 7(t,q,v) da proposicao 5.1 estd
definida para [t| < J e para |v] < g,,. C%nforme o lema da homogeneidade, v (t, q, %”)
estd definida para |t| < 2. Tome € < =2, assim obtendo que a geodésica (t, g, w)
estd definida para [t] < 2 e |w| < e.

O

A proposicao nos permite fazer o intervalo de definicdo uniformemente grande
numa vizinhanca de p e com um pensamento analogo podemos fazer a velocidade
de uma geodésica uniformemente alta em uma vizinhanca de p. Além disso, ela nos
permite estabelecer o conceito de aplicagao exponencial, como se segue.

Definigao 5.3 (Aplicagao exponencial): Seja p € M e Y C T'M um aberto dado pela
Proposicao 5.2. Entao a aplicacao exp : Y — M dada por:

v
eXp((Lv) = ’7(17(]7'0) =7 (|U|7q7 m) 9 (Q7 ’U) € U

¢ chamada a aplicagao exponencial em U.

Geralmente, utilizamos a exp restrito a um subconjunto aberto do espaco 1T, M,
isto é, definimos:
exp, : B:(0) C TuM — M

por exp,(v) = exp(q, v). E de facil verificacio que exp, ¢ diferenciavel e que exp,(0) =
q. (Aqui e doravante, B.(0) denotard uma bola aberta de centro na origem 0 de T, M
de raio e).

Proposicao 5.3: Dado g € M, existe um ¢ > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M ¢
um difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.

Demonstragao da proposicao 5.3: Basta calcularmos d (equ)o :

= £ 0(Lg )

d (equ)o (v) = % (exp,(tv))

d

= E(’Y(t’ q, U))

t=0 t=0

t=0

Entao d (equ)O ¢ a identidade de T, M, e conforme o teorema da funcao inversa,
exp, ¢ um difeomorfismo local numa vizinhanga de 0.

O
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Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido andando um comprimento |v|,
s

partindo de ¢, ao longo de uma geodésica que passa por ¢ com velocidade igual a ol

Figura 5.1: exp (¢,v)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 5.1.1: No caso de M = R", a derivada covariante coincide com a usual.
Assim, as geodésicas sao as retas parametrizadas proporcionalmente ao comprimento
de arco. A exponencial é a identidade. (Utilizando a identifica¢do usual do espago
tangente a R™ em p com R™.)

5.2 Propriedades minimizantes

Definicao 5.4: Chamamos de curva diferenciavel por partes uma aplicacao continua
¢ : [a,b] = M de um intervalo fechado [a,b] C R em M que satisfaz a seguinte
condicao:

e Existe uma partigdo a =ty < t; < --- < ty_1 <t = b de [a,b] de modo que as
restricoes C|[ti7ti+1] .1 =0,...,k—1, sao diferenciaveis.

Dizemos que ¢ liga os pontos c(a) e ¢(b). Chamamos ¢ (t;) de vértice de ¢, e o angulo
formado por lim, .+ ¢(t) com lim, ,,- ¢/(f) é chamado o angulo do vértice ¢ (¢;);
aqui lim,_,,+ (limt _}t__)signiﬁca que t estd se aproximando de t; por valores maiores

(menores) que t;.

Defini¢ao 5.5: Um segmento de geodésica v : [a,b] = M é chamado minimizante
se ((y) < {(c), onde ¢( ) indica o comprimento de uma curva e ¢ é qualquer curva
diferencidvel por partes ligando v(a) a ~y(b).
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Para a prova do lema de Gauss, apresentada a seguir, precisaremos da seguinte
definicao e terminologias.

Definicao 5.6: Seja A um conjunto conexo de R? com A C U aberto em R? e tal que
a fronteira 0A de A seja uma curva diferencidvel por partes com angulos dos vértices

distintos de w. Uma superficie parametrizada em M ¢é uma aplicagao diferenciavel
s:ACR?— M.

Observacao: Note que dizer que s é diferenciavel em A é equivalente a dizer que
existe um U D A aberto onde s é diferenciavel estendido. A condigao do angulo
do vértice de A é necessaria para que a diferencial de s nao dependa da extensao
considerada.

Sejam (u,v) as coordenadas cartesianas em R? . Para um v, fixo, a aplicagao

u — s (u,vp), onde u pertence a uma componente conexa de AN {v =1y}, é uma
curva em M e ds ( 0 ) (usamos gs) ¢ um campo vetorial ao longo desta curva. Isso

define 2¢ para todos (u,v) € A e 9% ¢ um campo vetorial sobre 5. Da mesma forma,

% é deﬁnldo

DV
o

u,vg) é a derivada covariante ao longo da curva u — s (u, vg)
de V restrito a curva. Isso define ZY (u, v) para todo (u,v) € A. Da mesma forma,

% ¢ definido.
()

Se V for um campo ao longo de s : A — M, definimos as derivadas covariantes

DV DV
e 5. como se segue 5=~ (

Lema 5.3 (Simetria): Se M é uma variedade diferencidvel com uma conexao simétrica
e s: A— M é uma superficie parametrizada entao:

D 0s D 0Os

ddu  Judv’
Demonstragao do lema 5.3: Seja z : V C R®™ — M um sistema de coordenadas em
uma vizinhanga de um ponto de s(A). Podemos escrever:

v os(u,v) = (21(u,v), ..., 2,(u,v)).

Entao, segue que:

s ox; 0O
8'0 811 ou 83:1

8 x; O P
N Z Ovou 89@, ou V'S (92, /)05 55— oz,
_ Z a € v @xl 8:{; V 8
dvou 8:15 ou ov %% 5y o,
Pela simetria da conexao, Va/axa‘% = V@/axi%. Quando calculamos a% (%)

obtemos a mesma expressao encontrada acima, logo o lema esta provado.

O
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Lema 5.4 (Lema de Gauss): Sejam p € M e v € T,M tal que exp, v esteja definida.
Seja w € T,M ~ T, (T,M) . Entao:

<(dexpp)v (v), (dexp,), (w)) = (v, w).

Demonstracao do lema 5.4: Seja w = wr + wy, onde wr é paralelo a v e wy é
normal a v.
Suponha que w = Ow,, + awr = av. Entao:

<d (epr)U v, d (expp)v av> =a <d(epr)U, d( epr)v 'U>
Tome «: (—¢,e) = T,M como:

a(t)=tv+v=(1+1t)

Entao,

t
= _t (’7 (1,]77(1 + 2f)v)|t:0
—+/(1), Como /(1)) = [V (O] = le]

dlexpp)r = 4 (e, (o),
d
d

Como dexp, ¢ linear e utilizando a definigao de exp,,, basta provar para w = wy:

((d expp)v (v), (d expp)v (wr)) = (v, wr).

Podemos supor que wy # 0.
Como exp, v estd definida, existe € > 0 tal que, exp, u esta definida para,

u=tu(s), 0<t<1, —e<s<eg,

onde v(s) é uma curva em T,M com v(0) = v, v'(0) = wy e |v(s)| = const..
Podemos, portanto, considerar a superficie parametrizada:

fA=>M, A={(ts);0<t<]l,—e<s<e}

dada por,
f(t,s) = exp,tv(s).

Observe que as curvas t — f (t, sp) s@o geodésicas.
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Figura 5.2: exp,,.

exp,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para provarmos a equacao desejada para w = wy, observamos primeiro que:

<%, %> (1,0) = ((dexp,), (wn), (dexp,), (v)) . (5.3)

Mais ainda, para todo (t, s), temos:

o /of of\ /Dof of of Dof

O dltimo termo da expressao acima é zero, pois % ¢ o vetor tangente de uma

geodésica. Pela simetria da conexao, o primeiro termo da soma se transforma em:

Dof of\ _/Dof 9f\ 10 Jof of\ _
<E$’E>‘<£E’%>_§E<E’E>— -

Segue dai que o ﬂ> ¢ independente de t. Como:

ds? Ot
. Of .
11_{% E(t’ 0)= 11_{% (dexp,), twy =0
concluimos que <%, % (1,0) = 0, o que com a igualdade 5.3 encerra a demonstragao

do lema.
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O

Definig¢ao 5.7: Se exp, ¢ um difeomorfismo em uma vizinhanga V' da origem em
T,M entdo exp,V = U é chamada uma vizinhanga normal de p. Se B.(0) ¢ tal que
B.(0) C V, chamamos exp,, B:(0) = B.(p) a bola normal (ou geodésica) de centro p
e raio €. As geodésicas em B.(p) que partem de p sao chamadas geodésicas radiais.

Proposicao 5.4: Sejam p € M, U uma vizinhanga normal de p, e B C U uma bola
normal de centro p. Seja 7 : [0,1] — B um segmento de geodésica com (0) = p. Se
¢ :[0,1] = M é qualquer curva diferencidvel por partes ligando (0) a v(1) entao
l(y) < {(c) e se a igualdade vale entao v([0,1]) = ¢([0,1]).

Demonstragao da proposi¢ao 5.4: Primeiro assumimos que ¢([0,1]) € B. Como
exp, ¢ um difeomorfismo em U, c(t),t # 0 pode ser escrito exclusivamente como
exp,(r(t) - v(t)) = f(r(t),t) onde t — v(t) é a curva em T,M com [v(t)] = 1 e
r: (0,1] — R uma funcdo positiva diferencial por partes (podemos supor que se
t; € (0.1] entdo c(t1) # p; caso contrario, deixarfamos o intervalo [0,t1)). Logo,
exceto para um nuimero finito de pontos,

de Of , af
— = L9 (t) + ==
i "o Wty
Utilizando do lema de Gauss, %, %> = (. Como ‘%’ =1:
del* e OF L e
= >
==l |2 2o,

de onde obtemos:

/51 dtz[ \r’(t)\dtz/Elr'(t)dtﬂ(l)_r(g)'

Fazendo € — 0 obtemos ¢(c) > {(v), pois r(1) = {(7).
E claro que se alguma das desigualdades acima forem estritas entao:

dc
dt

(e) > £(7).

Logo, se ¢(c) = £(7y), entao ‘% = 0, isto é, v(t) = const., e |[r'(t)| = 1'(t) > 0.
Segue-se dai que ¢ é uma reparametrizacao monétona de vy, donde ¢([0,1]) = v([0,1]).

Se ¢([0,1]) nao estd contido em B, consideramos o primeiro ponto t; € (0,1) para
o qual ¢ (t1) pertence a fronteira de B. Se p é o raio da bola geodésica B, temos:

U(c) > Lpy(c) = p > L(v).

E conveniente chamar W como vizinhanga totalmente normal de p € M.
Como observaremos no exemplo adiante, a proposicao acima nao pode ser esten-
dida globalmente (observaremos no exemplo 5.2.1 geodésicas que nao minimizam
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a distancia). Entretanto, se uma curva ¢ é diferenciavel por partes e minimiza a
distancia ela é uma geodésica. Para a demonstracao deste fato precisamos de um
teorema que nao sera aqui provado.

Teorema 5.2: Para cada p € M existem uma vizinhanca W de p e um nimero
d > 0, tais que, para cada ¢ € W,exp, ¢ um difeomorfismo em B;(0) C T,M e
exp, (Bs(0)) D W, isto é, W é vizinhanca normal de cada um de seus pontos.

Demonstragao do teorema 5.2: A demonstracio pode ser encontrada em [1].

0

Teorema 5.3: Se uma curva diferencidvel por partes v : [a,b] — M, com parametro
proporcional ao comprimento de arco, tem comprimento menor ou igual ao compri-
mento de qualquer outra curva diferenciavel por partes ligando v(a) a v(b) entao 7 é
uma geodésica. Em particular ~y é regular.

Demonstragao do teorema 5.3: Seja t € [a,b] e W uma vizinhanga totalmente
normal de y(t). Existe um intervalo fechado I C [a,b], o qual seu interior nao é
vazio, t € I, tal que v(I) C W; a restrigao 7y : I — W é uma curva diferenciavel
por partes conectando dois pontos em uma bola normal. Conforme a hipdtese e
Proposigao 5.4, ¢ () é igual ao comprimento de uma geodésica radial que liga os
dois pontos. Também conforme a Proposicao 5.4, e pelo fato v; ser parametrizado
proporcionalmente ao comprimento de arco, v; é uma geodésica em I. Mais ainda, é
uma geodésica em t.

O

Exemplo 5.2.1 (Geodésicas na esfera): As geodésicas na esfera sdo os grandes
circulos.

Primeiramente, consideremos uma geodésica v(t) = (x1(t),...,2x,11(t)) come-

¢ando no polo norte N com o vetor tangente v pertencente ao plano formado pelos
eixos r1 e x,11. Vamos mostrar que a geodésica que parte do polo com direcao do
vetor v, deve permanecer ao longo do meridiano x5 = - -- = x,, = 0. Suponha que tal
afirmagao é falsa. Isto é, suponha que exista um ¢, tal que z; (ty) # 0 para algum
2 < i < n. A aplicacdo linear ¢ : R*™! — R"*! que manda z; para —z; e deixa as
outras coordenadas fixas, é uma isometria da esfera que fixa N = v(0) e v = 5(0)
portanto, leva v para v . Mas ¢ (7 (to)) # 7 (to), 0 que é uma contradigao.
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Figura 5.3: Geodésicas na esfera saos grandes circulos

Fonte: Retirada de [1]

Devido as simetrias da esfera, podemos rotaciona-la de modo a levar qualquer
outro ponto ao polo norte e qualquer outro vetor no plano formado pelos eixos z! e
2"+ concluimos que todas as geodésicas na esfera sao grandes circulos.

Figura 5.4: Grandes circulos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, para ligarmos dois pontos na esfera de modo a obter a curva com menor
distancia, devemos analisar os grandes circulos. Se os pontos sao antipodas, existem
infinitas geodésicas que os ligam. Caso os pontos nao sejam antipodas, hd somente
um grande circulo que os ligam, existem entao duas geodésicas que os ligam, mas

somente uma minimiza a distancia.
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Figura 5.5: Duas geodésicas, ligando pontos nao antipodas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 5.2.2 (Um matematico vai a copa): Imagine que vocé quer fazer uma
viagem de Minas ao Catar para assistir a Copa do Mundo de 2022, qual a forma de
ir percorrendo a menor distancia? Para simplificar o problema, vamos fazer uma
aproximagcao da Terra como sendo a esfera.

Como acabamos de ver, na esfera as geodésicas sao os grandes circulos, sendo
esses os candidatos a minimizar a distancias, vamos nos concentrar neles.

Como mencionado, se dois pontos nao sao antipodas ha somente um grande
circulo que os liga. Como Minas e o Catar nao sao antipodas, temos que s6 ha um
grande circulo que ligue os dois, como todo grande circulo na esfera é uma geodésica
e 86 os grandes circulos sao geodésicas nessa variedade, resta apenas analisar qual
dos arcos de circunferéncia minimiza a distancia.



O Teorema de Hopf-Rinow

Neste capitulo as variedades serao conexas, exceto quando mencionado. Vamos
estudar agora propriedades globais de uma variedade diferencidavel M. Para tal
estudo, devemos exigir que M nao seja estendivel. Geralmente a condicao utilizada
para assegurar a nao-estendabilidade é a compacidade, mas, em alguns casos é
possivel utilizar de uma condigao mais fraca.

Definigao 6.1: Uma variedade Riemanniana M é estendivel se existe uma variedade
Riemanniana M’ tal que M é isométrica a um subconjunto préprio aberto de M’.
Caso contrario, M ¢é nao-estendivel.

Como a classe das variedades nao-estendiveis é muito grande, analisamos um
subconjunto adequado, dado pela definicao a seguir.

Definig¢ao 6.2: Uma variedade Riemanniana M é dita geodésicamente completa se
para todo p € M, a aplicagao exponencial, exp,,, estd definida para todo v € T, M.
Isto significa, que as geodésicas () que partem de p estao definidas para todos os
valores do parametro t € R.

Intuitivamente, dizer que uma variedade é geodesicamente completa (ou simples-
mente completa), é dizer que a variedade nao possui “buracos’e nem bordas.

Exemplo 6.0.1: O R" com a métrica canonica é completo, ja que a aplicacao
exponencial é a propria identidade.

Exemplo 6.0.2: A esfera S™ também é completa, visto que as geodésicas sao os
grandes circulos. Note que as geodésicas sao periddicas.

Exemplo 6.0.3: Variedades completas deixam de ser completas se retirarmos um
ponto p dela. Basta olhar para as geodésicas que passavam por tal ponto anterior-
mente, para algum parametro ela ndo estara definida. Em especifico, R” — {p} e
S™ — {p} ndo sao variedades completas.

Exemplo 6.0.4: O disco D = {(z,y) € R%z* +y*> < 1} nao é completo com a
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métrica euclidiana, dado que as geodésicas nao estao definidas para todo parametro.

Figura 6.1: Disco D

Fonte: Elaborada pelo autor.
Proposicao 6.1: Se M é completa entao M é nao-estendivel.

Demonstracao da proposigao 6.1: Suponha que M é uma subvariedade aberta de
M’. Pela conexidade de M’, a fronteira OM de M em M’ é nao vazia. Sejam p € OM
e U’ C M’ uma vizinhanca normal de p em M'. Seja g € U'NM e 4(t) uma geodésica
em M’ com 5(0) = p, 5(1) = ¢q. Entao v(t) = (1 — t),|t| < §, é uma geodésica em
M com v(0) = q. A geodésica y nao esta definida para algum t < 1, o que contradiz
o fato de M ser completa.

O
Entretanto, a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 6.0.5: Considere o cone de uma folha dado por:

z=+/22+y2, (x,y) € R%.

A variedade S obtida pelo cone menos seu vértice py é regular nao-estendivel,
porém é nao completa.

Sabemos que a fronteira de S é dada pelo vértice py

Seja W a vizinhanca de py em S, tal que quaisquer dois pontos em W possam
ser ligados por uma geodésica 7 de S.

Mostraremos que W — p, C S. De fato, os pontos de v pertencem a S. Por
outro lado, um ponto r € W que nio faz parte de vy nem nenhuma de suas extensoes
pode ser ligado a um ponto t de 7, t # py em que t pertence W, por uma geodésica
diferente de 7, denotemos essa geodésica por a. Pela primeira observacao, todo ponto
de a, especialmente r, pertence a S. Por fim, os pontos de extensao de -y, exceto py,
também pertencem a S; caso contrario, pertenceriam a fronteira de S, que sabemos
ser constituida somente de pq.

E oportuno introduzir o conceito de distancia em uma variedade Riemanniana

M.

Definicao 6.3: A distancia d(p, ¢) ¢ definida por d(p, q) = inf{fpq; fo.q ¢ uma curva
diferencidvel por partes que liga p a ¢}
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Pelo fato de M ser conexa, existe ao menos uma curva diferencial que liga p a ¢,
basta cobrir uma curva continua que liga os dois pontos por um ntmero infinito de
vizinhancas coordenadas, pela compacidade, podemos cobrir a curva com um nimero
finito de vizinhancas coordenadas, depois substituir cada “pedaco” contido em uma
vizinhanga coordenada por uma curva diferencidvel.

Proposicao 6.2: Com a distancia d, M é um espaco métrico, isto é:
L d(p,r) < d(p,q) + d(q, ),
2. d(p,q) = d(q,p),
3. d(p,q) 20, ed(p,g) =0 p=q.

Demonstracao da proposicao 6.2: Sao imediatos da definicao de infimo os itens 1, 2
e a primeira parte de 3. Restando demonstrar que d(p,q) > 0, e d(p,q) =0 < p =q.
Suponha o contrario, tome uma bola normal B,.(p) que nao contenha ¢. Como a
distancia de p a q ¢é zero, existe uma curva c ligando os pontos com comprimento
menor que r. Isso é um absurdo, utilizando o fato que o segmento de ¢ contido em
B,.(p) tem comprimento no minimo 7 e a proposi¢ao 5.4.

Observacgao: Se existe uma geodésica minimizante v que liga p a ¢, entao pela
definigao de geodésicas minimizantes d(p,q) =comprimento de ~.

Proposicao 6.3: A topologia induzida por d em M coincide com a topologia inicial
de M.

Demonstracao da proposicao 6.3: Se r é suficientemente pequeno, a bola geodésica
B,.(p) coincide com a bola métrica de raio r e pela observacao acima essas formam
uma base da topologia de M.

Coroldrio 6.1: Se py € M, a fungao f : M — R dada por f(p) = d(p,po) é continua.

Demonstragao do corolario 6.1: Dado € > 0, tome § = e.
z € Bs5(p) = |d(x,po) —d(p,po)| < €. De fato,
Se d(z,p) < €, entao,

d(z,po) < d(x,p) + d(p, po)
x,po) —d(p,po) < d(z,p) <e.

ISH
—~

Por outro lado,

Dai f é continua.
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Teorema 6.1 (Hopf e Rinow (HR)): Secja M uma variedade Riemanniana e seja
p € M. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

a) exp, estd definida em todo o T, M.

b) Os limitados e fechados de M sao compactos.

d

)
)
¢) M é completa como espago métrico.
) M é geodesicamente completa.

)

e) Existe uma sucessao de compactos K,, C M, K,, C int K,,1; e, K, = M, tais
que se ¢, ¢ K, entao d (p,q,) — oo. (Onde int A indica interior de A).

Além disso, cada uma das afirmacoes acima implica que,
f) Para todo g € M existe uma geodésica ~y ligando p a ¢ com £(vy) = d(p, q).

Demonstracao do teorema 6.1: a) = f)

Sejam r = d(p,q) e Bs(p) uma bola geodésica de raio d centrada em p. Denotemos
Ss(p) = S = 0Bs(p) e considere a funcao,

f:S—=R, Sx)=d(z,q),

note que f é continua pelo corolario acima e S é compacto. Seja xy € .S um ponto
que minimiza f.

Figura 6.2: B;s(p)

Lo

S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja (s) = exp,(sv) a geodésica que parte de p com velocidade 4/(0) = v. Vamos
mostrar que y(r) = q.

Seja A = {s € [0,r];d(v(s),q) = r — s} C [0,r] A é fechado e ndo vazio, pois
s =0 € A, mostraremos que A também ¢é aberto, mais precisamente, vamos provar
que se sg € A e sy < r entao, existe € suficientemente pequeno de modo que sg+¢€ € A.
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Considere uma bola geodésica B((sg)), e seja 1 € S = B.(y(s0)) um ponto
de minimo de d(z,q),x € S, ou seja d(x1,q) =r — 5o — €.

Figura 6.3: B.(7(so))

X1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos mostrar que o ponto y(sg + €) = x1, ou seja, x; estd sobre a geodésica.
De fato,

r=d(p,q) < d(p,z1) + d(z1,9).

Portanto,
d(p,z1) > 71— (r—so—€) =s+e

Por outro lado, a curva quebrada que liga p a x1, que vai de p a y(sg) pela geodésica
v e de v(sp) a x; por um raio geodésico, tem comprimento sy + €. Portanto,

d(p,z1) < 5o+ €.

Logo, d(p,r1) = so + €. pelo teorema 5.3 tal curva é uma geodésica e mais ainda, é
regular e y(sg + €) = x.
Dessa forma,

d(v(s0),9q) =6+£réisnd(x,q) =e+q(z1,q),

e d(v(s0),q) =1 — s, pois 59 € A. Assim,
r—so=c+d(z,q) =c+d(y(so+¢),q),

ou seja,
d(y(so+e€),q)=r—(so+e€). =so+e€A

Se A C [0,r] é aberto, fechado e nao vazio, temos que A = [0, 7], Assim vale,

d(y(r),g) =r—r=0=7(r) =q.



6. O Teorema de Hopf-Rinow 43

a) = b)

Seja A C M limitado e fechado. Como A é limitado, A C B, onde B é uma bola
na métrica d de centro p.

Pelo item f) existe uma bola B,.(0) C T,M de modo que B C exp, B,(0). Como a
aplicagao exp ¢ continua, temos que exp, (B, (0)) é¢ compacto. Como A é um fechado,
contido em um compacto, A também serd compacto.

b) = ¢)

Considere {p,} C M uma sequéncia de Cauchy. {p,} é limitado, donde tem fecho
compacto pelo item b). Assim {p,} contém uma subsequéncia convergente e, sendo
de Cauchy, temos que {p,} é convergente.

c) = d)

Suponha que M nao é geodesicamente completa. Entao alguma geodésica nor-
malizada v : I — M esta definida para s < sy e nao esta definida para sg. Vamos
mostrar que 7y se estende além de sg.

Seja {s,} C I uma sequéncia convergindo para sy com s, < sg. Dado e > 0,
existe ng tal que se n,m > ng entéo |s, — s,,| < €. Entao,

d (77 (sn) 7 (8m)) < |sn — sm| <€

ou seja, {7y (sp)} é de Cauchy em M. Como M é completa na métrica d, {7 (s,)} —
po € M.

Seja (W, d) uma vizinhanca totalmente normal de py. Tome n; tal que se n,m > ny,
entao | s, — sp| < dey(sy),7 (sm) pertencem a W. Logo, existe uma tinica geodésica
S de comprimento menor do que ¢ ligando 7 (s,) a 7 (Sn). Necessariamente 3
coincide com v, onde v estd definida. Como exp,, ) ¢ um difeomorfismo em Bs(0) e
eXPo(s,) (Bs(0)) D W, B estende « além de sy.

d) = a)
Imediato.
b) < e)
Topologia Geral.
O
Corolario 6.2: Se M é compacta entao M é completa.
Demonstracao do coroldrio 6.2: Direto do item b).
O

Corolario 6.3: Uma subvariedade fechada de uma variedade Riemanniana completa
é completa na métrica induzida; em particular, as subvariedades fechadas de um
espaco euclidiano sao completas.

Exemplo 6.0.6: Observemos que o item f) do Teorema de Hopf-Rinow 6.1 néo
implica em nenhum dos outros itens. De fato, basta observar o exemplo 6.0.4 que
satisfaz f), mas nao satisfaz a).
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Uma aplicacao direta do Teorema de Hopf-Rinow, é o Teorema de Hadamard,
ele s6 serd mencionado, visto que para sua total compreensao e demonstracao é
necessario estabelecer o conceito de curvatura.

Teorema 6.2 (Hadamard): Seja M uma variedade Riemanniana completa, sim-
plesmente conexa, com curvatura seccional K(p,o) < 0, para todo p € M e
todo o C T,(M). Entao M ¢ difeomorfa aR",n = dim M; mais precisamente,
exp, : T,M — M ¢ um difeomorfismo.

Demonstracao do teorema 6.2: A demonstracao do teorema, assim como os conceitos
necessarios para sua compreensao, podem ser encontrados em [!]

O

Entretanto, podemos olhar mais uma vez para o exemplo do matematico e sua
viagem no exemplo 5.2.2.

Exemplo 6.0.7 (Matematico viajante): Com o Teorema de Hopf-Rinow, conseguimos
expandir as “formas planetdrias”em que conseguimos encontrar uma geodésica que
minimiza a distancia.

e Como o R™ é completo, as subvariedades fechadas sdo completas (coroldrio
6.3). Em particular, pré imagem de valor regular, como o paraboloide ou o
paraboloide hiperbdlico (“Sela de Cavalo”).

Figura 6.4: Exemplo de pré imagem de valor regular

Fonte: Elaborada pelo autor.



Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma demonstracao do Teorema de Hopf-Rinow,
cujo o nome deriva da dupla de professor/aluno alema Heinz Hopf e Willi Rinow.
Para isso, foi necessario preparar e entender todos os pré-requisitos necessarios
para seu desenvolvimento, que incluem derivadas covariantes, geodésicas e aplicagao
exponencial.

A conclusao que pode ser tomada do Teorema de Hopf-Rinow é a equivaléncia
das cinco afirmagoes citadas e que desde que uma seja verdade, temos que para todo
par de pontos p e ¢ de uma variedade, existira uma geodésica minimizante que os liga.
Nao s6 isso, mas atentando-se para a primeira afirmagao, temos que se a exp, estd
definida em todo T}, M para algum ponto particular p da variedade, a exp, estard
definida em todo T, M para todos os pontos da variedade.

O presente trabalho possibilitou o desenvolvimento e aprofundamento nos tépicos
de matematica, em particular a geometria, ao passo que me inseriu na pesquisa
cientifica desta area, desenvolvendo o espirito critico e cientifico.

Com os resultados provados e alguns exemplos, construimos o seguinte diagrama.

Figura 7.1: Diagrama de resultados

Variedade
compacta

Corolario 6.2

Proposicao 6.1 (Falso) Exemplo 6.0.4

Existéncia de
geodésicas
minimizantes

Variedade
nao-estendivel

Variedades completas

- -
(Falso) Exemplo 6.0.5

Teorema de Hopf Rinow

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, espero que esta pesquisa ajude a inspirar outros estudiosos em suas
pesquisas e que de alguma forma eu contribua em seus conhecimentos.
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