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Resumo

RIBEIRO, Ana Carolina Silva Saliba, Universidade Federal de Vigosa, marco de
2022. Numeros racionais, irracionais e transcendentes. Orientador: Luis Felipe
Gongalves Fonseca.

Neste trabalho estudaremos os ntimeros racionais, irracionais, algébricos e trans-
cendentes. Provaremos a irracionalidade do nimero de Euler, do nimero 7, alguns
nimeros logaritmicos e trigonométricos. Veremos algumas propriedades a respeito
dos numeros algébricos e transcendentes. Estudaremos os nuimeros de Liouville e
veremos que todo nimero de Liouville é transcendente. Exibiremos a constante
de Liouville e provaremos a sua transcendéncia. Mostraremos que todo ntmero
real pode ser escrito como a soma de dois nimeros de Liouville. Provaremos que a
constante de Champernowne é um numero transcendente, mas nao é de Liouville. E,

por tultimo, provaremos as transcendencias dos nimeros e e 7.



Abstract

RIBEIRO, Ana Carolina Silva Saliba, Universidade Federal de Vicosa, March, 2022.
Rational, irrational and transcendent numbers. Adviser: Luis Felipe Gongalves
Fonseca.

In this work, we will study rational, irrational, algebraic, and transcendent numbers.
We will prove the irrationality of the Euler number, number 7, and some logarithmic
and trigonometric numbers. Furthermore, some properties that concern algebraic
and transcendent numbers will be investigated. Moreover, we will study the Liouville
numbers and prove that every Liouville number is transcendent by displaying the
Liouville constant and proving its transcendence. Additionally, we will show that
every real number can be decomposed into a sum of two Liouville numbers. We will
prove that the Champernowne constant is a transcendent number but not a Liouville

number. Finally, we will prove the transcendence of the numbers e and 7.
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Introducao

A teoria dos nimeros é um dos ramos mais antigos da matematica. A necessidade
em lidar com os ntimeros esta presente desde os primeiros povos que habitaram o
planeta Terra. Muitos dos problemas que compoem esse tema foram derivados de
questoes misticas, que nao envolvem tantas consideragoes de carater cientifico.

Um dos objetivos deste projeto é estudar a irracionalidade de alguns nimeros
reais, como o 7, o nimero de Euler (e), alguns niimeros trigonométricos e logaritmicos.
Estudar questoes operacionais que dizem respeito aos niimeros racionais, irracionais,
algébricos e transcendentes. E, por iltimo, explorar as transcendéncias dos niimeros
eeTr.

Este trabalho sera estruturado em 9 capitulos, dos quais o préximo, para melhor
aproveitamento da obra, trara conceitos e resultados basicos dos campos da aritmética,
analise, algebra linear, varidveis complexas e polinomios simétricos. Estes serao
fundamentais para o entendimento dos demais capitulos.

O terceiro capitulo desde trabalho sera destinado ao nimeros racionais e irracio-
nais.

Embora os povos egipcios e babilonios, por volta do ano 2000 a.C., utilizassem
das fragoes e as representassem por diversos simbolos, foram os gregos, por volta do
ano 1000 d.C., quem deram a elas uma maior importancia na matematica, tornando
as fragoes uma das principais ferramentas em seus estudos. Nao obstante a isso,
Pitédgoras, por volta do ano 500 a.C., acreditava que tudo no mundo podia ser
expresso através dos numeros racionais.

Também nesse capitulo, veremos que os racionais formam um conjunto denso, isso
significa que eles estao “por todo lugar na reta nimerica”, independente do tamanho
do segmento escolhido.

Os pitagéricos foram os grandes responsaveis por mostrar que apesar da densi-
dade dos racionais, eles deixavam alguns espacgos ao longo da reta numérica. Essa
descoberta se deu com o teorema de Pitagoras. Ao utilizé-lo para calcular a diagonal
de um quadrado de lado um, observaram que o resultado, igual a raiz quadrada de
2, v/2, podia ser construido com régua e compasso, mas nao se igualava a nenhum
numero racional. O novo conjunto numérico que surgia foi chamado de conjunto dos
numeros irracionais, que junto aos racionais formariam o conjunto dos nimeros reais.
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Ainda no capitulo 3, veremos a irracionalidade de alguns niimeros irracionais,
sendo eles, as notaveis constantes matematicas 7 e e, alguns niimeros logaritmicos e
trigonométricos.

No capitulo que segue, veremos uma outra forma de representar o conjunto
dos numeros reais, sendo em algébricos reais e transcendentes reais. Veremos que
um numero z é dito algébrico se satisfaz uma equagao polinomial com coeficientes
inteiros. Nao é dificil observar que todos os racionais sao algébricos e satisfazem uma
equacao algébrica com coeficientes inteiros de grau um. Podemos observar também
que alguns irracionais também se caracterizam como algébricos, como é o caso do
nimero v/2, que é solucdo da equacdo > — 2 = 0. Se um nimero nao satisfaz uma
equagao polinomial com coeficientes inteiros, dizemos que o mesmo é um nimero
transcendente.

Se a teoria dos numeros advém de muitos anos, a teoria dos niimeros transcenden-
tes foi originada por Joseph Liouville em 1844, no qual o mesmo mostrou a existéncia
dos numeros transcendentes e explicitou os primeiros exemplos. A esses nimeros
damos o nome de nimeros de Liouville. Veremos os niimeros de Liouville no capitulo
5 deste trabalho.

No capitulo 6, estudaremos a constante de Champernowne, provaremos sua
transcendéncia, porém veremos que ela nao se caracteriza como um numero de
Liouville.

No pentltimo capitulo deste trabalho, provaremos a transcendéncia do nimero de
Euler, constante esta a qual sua histéria caminha ao lado de outro importante objeto
matematico, os logaritmos. Este tltimo surgiu como uma forma menos trabalhosa
de fazer calculos, enquanto que, o nimero de Euler, foi obtido pela primeira vez por
Leonhard Euler ao calcular o limite da expressao (1 + %)n, que aparecia na férmula
de juros compostos.

Por fim, traremos no ultimo capitulo deste trabalho, a transcendéncia do 7, o
numero mais famoso da historia da matematica. Ao contrario do e, o nimero 7 nao
possui uma série tao bem comportada e sua irracionalidade foi demonstrada pela
primeira vez por Johann Heinrich Lambert, em 1761.

Assim, finalizamos uma pequena amostra do que serd apresentado nesse trabalho,
venha se aventurar nas préximas paginas.



Nocoes Basicas

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos sobre aritmética, algébra linear,
analise, varidaveis complexas e polinomios simétricos que serao importantes para a
compreensao deste trabalho.

Para o desenvolvimento deste capitulo, foram utilizadas as referéncias [3], [1],
(6], [7], [10], [17]; nas quais poderao ser encontradas, com detalhes, as respectivas
demonstragoes dos itens aqui abordados.

2.1 Aritmeética

Sejam a e b inteiros. Dizemos que b divide a, ou ainda que b é um divisor de a,
se existe um inteiro ¢ tal que bc = a. A definicao de divisibilidade é fundamental
para compreensao de nimero primo, nimeros estes que, para a teoria dos nimeros,
desempenham um papel semelhante ao dos atomos na estrutura da matéria, pois
todo inteiro maior do que 1 é primo ou se escreve como o produto de primos.

2.1.1 Maximo divisor comum

Definigao 2.1: Sejam a e b dois inteiros nao nulos. O conjunto dos divisores comuns
de a e b é denotado por D(a,b). O maximo divisor comum de a e b é definido por:

mdc(a,b) = maxD(a,b).

Teorema 2.1: Sejam a e b dois inteiros nao nulos. Um inteiro positivo d é o méximo
divisor comum de a e b se, e somente se, verifica-se:

1. d|a e d|b.
2. Se existe d' € Z tal que d'|a e d'|b, entao d'|d.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [3], pagina 67.

2.1.2 Numeros primos e o teorema fundamental da aritmética

Definigao 2.2: Um numero p > 1 é primo quando seus unicos divisores positivos sao
lenp.
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Proposigao 2.1: Seja p um nimero primo e sejam a e b inteiros.
1. Se p1a, entdo mde(p,a) = 1.
2. Se p|ab, entao p|a ou plb.
Definigao 2.3: Dois inteiros a e b dizem-se primos entre si quando mdc(a,b) = 1.

Exemplo 2.1.1: Os nimeros 4 e 9; 15 e 22 sao primos entre si pois, o tnico divisor
comum entre cada par é 1. Em contrapartida, os niimeros 9 e 21 nao sao primos
entre si pois, 0 maximo divisor comum entre eles é o nimero 3.

Corolario 2.1: Se um nimero primo p divide um produto ajas...as, entao play, para
algum k; 1 < k <n.

Teorema 2.2 (Teorema Fundamental da Aritmética): Seja m > 1 um inteiro. Exis-
tem numeros primos pi,...,p, com p; < ... < p, en > 1 inteiro; e inteiros nao
negativos ay, ..., o, tais que m = pi*, ..., pom.

Os inteiros pi, ..., pn, € aq, ..., @, sao univocamente determinados.

As demonstragoes que correspondem a proposicao 2.1, ao coroldrio 2.1 e ao
teorema 2.2 dessa subse¢ao podem ser encontradas em [3], entre as paginas 78 e 82.

2.1.3 Uma propriedade dos racionais

Se a e b sao numeros inteiros com b # 0, a equagao bxr = a nem sempre tem
solugao em Z.

A necessidade de novos numeros foi vivenciada muito precocemente na historia
da matematica. Desde os egipcios, as fracoes de numerador 1 ja eram empregadas;
as demais, eram compostas pela soma de fragoes com numerador igual a 1.

Teorema 2.3: Seja c, 2" + Cp 12" + o™ 2 + ... + 22 + c12 + ¢ uma equacao

polinomial qualquer com coeficientes inteiros. Se esta equacao tiver uma raiz racional

a

7, em que ¢ ¢ um fragao irredutivel, entao a sera divisor de ¢y e b um divisor de c¢,.

Podemos observar esse resultado considerando o polinomio 2z* + 52% — 1122 —

20x + 12 = 0 em que suas raizes sao —3, —2, %, e 2.
A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [7], pagina 140.

2.2 Algebra linear

Os espagos vetoriais sao os principais objetos de estudo da dlgebra linear. Podemos
definir um espago vetorial como um conjunto nao vazio V' sobre K = Q ou K = R ou
K = C, em que em seus elementos, denominados vetores, estao definidas as seguintes
operagoes:

1. A cada par u,v de vetores de V' corresponde um vetor v + v € V', chamado de
soma de u e v, de modo que sao validas:

e Propriedade comutativa: « + v = v+ u, para u,v € V.
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e Propriedade associativa: (u+v)+w = u+(v+w), para todos u,v,w € V.

e Existéncia do elemento neutro da adigao: Existe 0, tal que 0 + v = v,
para todo v € V.

o Existéncia do elemento simétrico: Existe —v, tal que v + (—v) = 0.

2. A cada par « € Kewv € V, corresponde o vetor av, denominado produto
escalar de a por v, de modo que sao validas as propriedades:

e Propriedade associativa: (af)v = «a(fv), para todos a, 5 € K e para
todo v € V.
e Multiplicacao por 1: 1.v = v, para todo v € V.

Além disso, sao validas as propriedades:

e afutv)=au+avparaa € KeuvelV.

e (a+plv=av+pvparaa,feKeveV.

Definicao 2.4: Seja V' um espaco vetorial sobre K. Dizemos que v € V' é combinacao
linear dos vetores vy, ..., v, € V se existirem oy, s, ..., o, € K tais que v = ayv; +
QoUy + ... + a,v,. Dizemos ainda que, um subconjunto nao vazio B de V gera V' se

todo v € V pode ser escrito como combinagao linear de um nimero finito de vetores
de B.

Definigao 2.5: Sejam V' um espago vetorial sobre K e B = {vy, ..., v,} um subcon-
junto de V.
e Dizemos que B ¢ linearmente independente (LI) se ayv; +asve + ...+ a,v, = 0,
com v, g, ..., ay, € K, implicar que a; = ap = ag3 = ... = a,, = 0.
e Dizemos que B é linearmente dependente (LD) quando nao é LI.

Definigao 2.6: Um subconjunto B = {vq,va, ...,v,} C V é uma base de um espago
vetorial se:

1. B é LI
2. B gera V.

Exemplo 2.2.1: O conjunto B = (1,0,0),(0,1,0), (0,0,1) é uma base de R? pois, é
linearmente independente e gera R®. Em particular, essa base é chamada de base
canonica de R3.

Definicao 2.7: Seja V um espago vetorial sobre K. Se V' admite uma base finita,
entao chamamos de dimensao de V' o nimero de elementos da base. Se nao, dizemos
que a dimensao de V ¢ infinita.

Proposigao 2.2: Se V' é um espaco vetorial de dimensao n, entao qualquer subcon-
junto V' com mais de n vetores é LD.

A demonstracao desta proposigao pode ser encontrada em [1], pagina 51.
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2.3 Analise

Um conjunto X diz-se enumeravel quando € finito ou quando existe uma bijecao
f N — X. Neste caso, f é chamada de enumeracao dos elementos de X. Dessa
forma, se escrevermos f(1) = z1, f(2) = x9, ..., f(n) = 2z, ..., teremos que X =
{z1, 29, ..., Tp, ...}, ou seja, X tem a mesma cardinalidade do conjunto dos nimeros
naturais.

Teorema 2.4: Todo subconjunto X C N é enumeravel.

Corolario 2.2: Sejam X e Y subconjuntos de R e f : X — Y injetiva. Se Y ¢
enumeravel, entao X tambem é. Em particular, todo subconjunto de um conjunto
enumeravel é enumeravel.

Corolério 2.3: Sejam X e Y subconjuntos de Re f: X — Y sobrejetiva. Se X é
enumeravel, entao Y tambem é.

Corolario 2.4: O produto cartesiano de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel.

Corolario 2.5: A reuniao de uma familia enumeravel de conjuntos enumeraveis é
enumeravel.

As demonstragoes do teorema 2.4 e dos coroléarios 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 podem ser
encontradas em [10], pdginas 7 e 8.

Um conjunto X C R é dito limitado superiormente quando existe algum b € R
tal que z < b para todo x € X. Neste caso, dizemos que b é cota superior de X. Um
conjunto X C R é limitado inferiormente quando existe a € R tal que a < x para
todo x € X. Chamamos a de cota inferior de X.

Definigao 2.8: Seja X um conjunto limitado e nao vazio.

e Se X C R é limitado superiormente, um nimero b € R é chamado de supremo
do conjunto X quando é a menor das cotas superiores de X.

e Se X C R é limitado inferiormente, um nimero a € R é chamado de infimo do
conjunto X quando é a maior das cotas inferiores de X.

Axioma 2.1 (Axioma da Completude:): Todo conjunto X C R limitado superior-
mente possui supremo.

Definigao 2.9: Dizemos que um intervalo ndao degenerado (a,b), com a < b é um
conjunto infinito, qualquer, de R.

Um conjunto S C R é chamado denso se, para todo intervalo nao degenerado
(a,b), tem-se que SN (a,b) # 2.

Uma fungao f : X — R, definida no conjunto X C R se diz continua no ponto
a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que
para € X, com |z — a| < §, implique |f(z) — f(a)| <e.
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Seja f : [a,b] — R uma fungdo. Dizemos que f é diferencidvel em ¢ € (a,b)
quando o limite f'(¢) = lim,_,. % = limy,_.g w

tem derivada em todo ponto x € (a,b), dizemos que f é diferenciavel em (a,b).

existe. Quando a fungao

Teorema 2.5 (Teorema do Valor Médio de Lagrange): Seja f : [a,b] — R continua.
Se f é derivavel em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que:

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [10], pagina 98.
O fato a seguir sera utilizado no capitulo 5 em uma das demonstragoes deste
trabalho.

Proposicao 2.3 (Desigualdade triangular diminuida): Para todos a, b € R, temos
la—b| > |a| — [b].

Demonstracao. Para todos a, b € R, temos |a| > a e |b| > b. Portanto |a| + [b] >
a+b. Além disso, |a] > —a e |b] > —D.

Consequentemente, |a| + |b| > —a — b = —(a + b). Temos assim |a| + |b|] >
max{a+b,— (a+b)} =|a+10|.

Provamos que |a|+ |b| > |a+b|. Por outro lado, |a| = |a —b+b| < |a—b|+ |b].
Dai segue que |a| — |b] < |a —b|. O

2.4 Variaveis complexas

Nesta secao veremos um importante resultado da variavel complexa, este é
chamado de Teorema Fundamental da Algebra, que garante que toda equacao
polinomial nao constante de coeficientes reais, ou complexos, possui pelo menos uma
solugao no conjunto dos niimeros complexos.

Teorema 2.6 (Teorema Fundamental da Algebra): Seja P(z) = a,2" + ... + a2 +
a1z + ap um polindmio nao constante com coeficientes complexos. Entao existe um
nimero complexo zq tal que P(zp) = 0.

A demonstracao deste Teorema pode ser encontrada em [17], pagina 129.
Pode-se provar por indugao que se P é um polinomio de grau n, entao P tem
exatamente n raizes complexas, nao necessariamente distintas.

2.4.1 Desigualdade do valor médio para nimeros complexos.

No capitulo 8 deste trabalho serd demonstrado a transcendéncia do 7. A demons-
tracao que serd apresentada se baseara na de R.Moritz, em Annals of Mathematics,
volume 2, paginas 57 a 59, de 1901; com uma pequena modificacao no momento em
que se aplica o teorema do valor médio para polindmios complexos.

Sendo o teorema do valor médio apresentado no teorema 2.5, vamos reformulé-lo
de modo a obtermos uma “desigualdade do valor médio”, a qual serd necessaria para
a demonstracao da transcendéncia do .
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Definigao 2.10: Uma fungao f : C — C tem derivada no ponto z se o limite abaixo
existe:

em que 29 € C e f'(z) é chamada derivada de f em 2. Dizemos que f é analitica
quando f tem derivada em todo z € C.

Proposigao 2.4 (Equagoes de Cauchy-Riemann): Seja f(2) = u(x,y) +iv(x,y); 2z =
x +1iy. Se f(z) é derivavel em z, entao as derivadas parciais existem e:

ou B ov Ov ou

—=—e—=——.
Jor 0Oy Ox oy
Demonstragao. Sejam u(zx,y) e v(x,y) as partes reais e imaginérias de f(z), isto
é:
f(z) = (@, y) +iv(z,y); 2 = o +iy.

Vamos supor que f seja diferenciavel em z.

Dessa forma, vamos calcular a derivada de f(z) usando valores reais e imagi-
narios para z.

Primeiramente, vamos calcular a derivada de f(z) usando valores reais. Temos:

B) —

h—0

Observe que:
fz+h) = f((z+iy) + h) = f((z + h) + iy) = ulz + h,y) +iv(z + h,y).
Entao, realizando a substituicao:

/ T u(x—f—h,y)—i—w(x—i—h,y)—(u(x,y)—i—w(x,y)) _
fz) = lim h -

im Y& hy) —uleyy) L vt hy) —o(ey)  Ou O

E——— - 2.1
h—0 h h—0 h or Z@x' (2.1)

Dessa mesma forma, vamos, agora, calcular a derivada de f(z) utilizando
valores imaginéarios puros.

o) = i 1EEI 1)

Observe que:

flz+1ik) = f((z +iy) +ik) = f(r +ily+ k) = u(z,y + k) + w(z,y + k).
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Entao, realizando a substitui¢ao, temos:

vy uw(my +E) v,y + k) — (u(e,y) v, y))
fz) = lim ik

1 1 = )
F0 ik e F0 ik Zay dy
Como existe f'(z), temos 2.1=2.2 e, assim, obtemos as equagoes de Cauchy-

Riemann:

_8u Ov  Ov . Ou

=

f(Z)—&—i-Z%—ay ay.
[]

Observagao: Se f : C — C for uma funcao analitica em C e se 29 e z; forem
nimeros complexos, em geral, nao é verdade que exista A, 0 < A\ < 1, tal que:

f(z2) = f(21) = (22 — 21) ['(21 + A (22 — 21)). (2.3)

Vejamos o contraexemplo a seguir:

Seja P(z) = (2% — 22 + 2)(2% + 22 + 2). Vamos supor que a relagdao dada por 2.3
¢ valida. Note que 21 = 1414, 20 =1—14, 23 = —1+1 ¢ 24 = —1 — 7 sao raizes de
P(z). Aplicando os pares de pontos (z1, 22), (22, 23), (23, 24), (24, 21) na relagao dada,
concluimos que P’(z) tem 4 raizes distintas. O que contraria o teorema fundamental
da algebra, em 2.6, que diz que um polinomio de grau 3, tem exatamente 3 raizes

complexas.

Teorema 2.7: Seja f : C — C uma fungao analitica e sejam z1, z5 € C. Entao:
| f(z2) = f(21)] < 2|22 — 21[sup{[f'(21 + A(z2 — 21))[; 0 < A < 1},
em que |z| representa o médulo do nimero complexo z = z+iy, isto é, |z| = \/a% + y2.

Demonstracao. Vamos demonstrar primeiramente que a relacao é valida para

20 = 29 — 21, 0 € C, ou seja:
f(20) = f(0)] < 2|z0[sup{| f'(Az0)[ : 0 < A < 1}

Provado isto, o caso geral seguird fazendo g(z) = f(z + z1), sendo que

2o = 29 — 2z1. De fato:

|9(20) — g(0)] < 2[20]sup{|g'(Az0)[ : 0 < A < 1}
|f (20 + 21) = f(0 4 21)| < 2|z0|sup{|f'(Azo + 21)[ : 0 < A < 1}
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Aplicando ao ponto zy = 29 — 21, temos:
|f((z2=21) +21) = f(O+21)] < 2[(22 — 21)[sup{| f'(M(z2 — 21) +21)| : 0 < A < 1}
Isto implica que,
f(22) = fz1)] < 2|22 — z[sup{|f'(21 + A(22 — 21))[ : 0 < A < 1}

Neste momento, voltaremos ao caso zg,0 € C.
Agora, sejam u e v, as respectivas partes real e imaginaria de f(z). Dado
Zo = T + 1o, vamos definir as fungoes reais ¢ e 1), tais que:

p:R—R
d(AN) = u(Azo, Ayo)-
Y:R—=>R
(X)) = v(Azo, AYo)-
Dessa forma, aplicando o teorema do valor médio, teorema 2.5, teremos:
P(1) — ¢(0) = ¢'(M1);0 < A < 1e,
Para calcular as derivadas de ¢ e 1, vamos utilizar o teorema de derivagoes
das fungoes compostas. Logo,
¢’ (A1) = ¢(1) = (0) = u(zo, yo) — u(0,0) = uz(MTo, Myo)zo+uy (Ao, AMyo)yo
e?
V'(A2) = (1) =9(0) = v(wo, yo) —v(0,0) = v (A2, A2yo)To+vy (A2Z0, A2Yo)Yo-

Dessa forma, temos:

f(z0) — f(0) = uz(Mxo, Ayo)zo + uy (A0, AM1Yo)Yo

| (2.4)
+i[vz(Aao, Aayo)To + vy (A2Z0, A2Yo)Yo-

Usando o fato que o médulo de um ntimero complexo z = x 4 iy ¢ menor que
a soma dos valores absolutos de sua parte real e imaginaria, temos a desigualdade:

2| < || + lyl. (2.5)

Além disso, temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

|a1b1 + a2b2| S \/CL% + ag\/b% + b%, (26)

em que aq, as, by e by s4o0 niimeros reais quaisquer.
A desigualdade 2.6 pode ser encontrada em [1], pagina 179.
Utilizando as desigualdades 2.5 e 2.6 na relacao 2.4, obtemos que:

|f(20) — f(O)] < \/Ui()\ﬂo, Ayo) + u2(AMizo, Myo)\/ 5 + Y5
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+\/U§(/\2$0, A2yo) + V7 (Ao, A2Yo)/ 5 + Y5

Tendo em vista que:
/ . .
f(2) = uy + v, = vy, — tuy,

temos que os radicais envolvendo u e v acima sao precisamente o médulo de f’
calculado em alguns pontos, ou seja:

V2O, M) + 2 (o, M) = | (o)

\/vg(kﬁo, Aato) + v2(Aao, Aayo) = | f'(A220).
E assim, temos:
£ (z0) = FOO)] < | f'(Ar20)[20] + | f'(A220)l]20]- (2.7)

Segue da desigualdade acima que:

|f(z0) = f(O)] < 2Jzo|sup{|f'(Az0)[ : 0 < A < 1}.

2.5 Polinomios simétricos

Seja ¢ uma permutacao dos inteiros 1,...,n. Dado um polinémio f(t1,...,%,) a ele
associamos um outro polindémio, que representamos por f7(ti,...,t,), assim definido

fa<tla "'7tn> = f(to(1)7 "'ato(n))-
Um polinémio f(t,...,t,) é chamado simétrico se

fg(tl, 7tn) == f(tl, ,tn)

para todas as permutagoes o dos inteiros 1, ...,n.
Se ty, ..., t, € C sao raizes de um polinémio P(x), entdo esse polindomio é da forma:

P(z) = (z —t1)(x — ta)...(x — t,). (2.8)

Desenvolvendo o produto indicado em 2.8, obtemos:
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P(z) = 2" — s12" + sz 2 + .. + (—1)"s,, em que:

7=1
SS9 = tht]
1<j
2.9
S3 = Z tlt]tk ( )
1<j<k

Sn — tltg...tn.

Os polinomios sy, ..., s, sao chamados de polindmios simétricos elementares em
t1, ..., t,. Dizemos que um monoémio é uma expressao do tipo at'fltg?..tfl” nos quais os
k; sao inteiros maiores ou iguais que 0 e a € A C C, em que A =Z ou A = Q, ¢ seu
coeficiente. O grau do mondmio é o niimero inteiro » 77, k;. Chamamos de peso do

~ . . . n . o A . 2, 7.
mondémio o inteiro » j=1Jkj. O grau de um polinémio ¢ o méximo dos graus dos
monomios que o formam. E, por fim, o peso de um polinémio é o maximo dos pesos
dos monomios que o constituem.

Teorema 2.8: Seja f(ti,...,t,) um polinémio simétrico de grau d, com coeficientes
em A C C. Entao existe um polinémio g(sy,...,s,) de peso menor ou igual que
d, com coeficientes em A, em que Sy, ..., S, sao polinomios simétricos elementares
definidos em 2.9, tal que:

ft1,tn) = g(s1, ..., Sn)-
A demonstragao desse teorema pode ser encontrada no apéndice de [(], pagina 78.

Exemplo 2.5.1: O polinomio f(t1,t2) = t3 4 t3 + 6t1t2 é simétrico e pode ser escrito
como f(t1,ts) = (t; + t2)* + 4t1te. Nesse caso, podemos definir o polindémio g(sy, s2)
como g(s1, s9) = 57 + 4ss.

O teorema 2.8, sera de grande importancia na demonstracao da transcendéncia
do ntimero 7, no capitulo 8 deste trabalho.



Nuameros Racionais e Irracionais

Nesse capitulo, veremos algumas defini¢oes e teoremas a respeito dos ntiimeros
racionais e irracionais, além das respectivas representagoes decimais desses conjuntos
numéricos. Também sera apresentada a irracionalidade de alguns ntimeros, como o
nimero de Euler (e), alguns nimeros logaritmicos e trigonométricos. Finalizaremos
o capitulo com a prova da irracionalidade do w. Para este estudo, foram utilizadas
as referéncias [5], [0], [8], [11], [12], [13], [14].

Por volta do ano 2000 a.C, os egipcios antigos faziam uso de fracoes para exprimir
um resultado sempre que a divisao de um inteiro por outro nao era exata. E, dessa
forma, podemos dizer que surgia um novo conjunto numérico, que representaria os
nimeros racionais. Embora a representacao fracionaria dos racionais tenha sido
descoberta antes de Cristo, o uso da forma decimal passou a ser rotineiro somente
apos uma publicacao, de Simon Stevin, em 1585; apesar de ja nao ser novidade para
os especialistas da época.

Os numeros irracionais, por sua vez, demoraram um pouco mais de tempo para
serem incluidos na historia da matematica. Acredita-se que Hipaso, estudioso grego,
foi o primeiro a identificar os niimeros irracionais, no século V antes de Cristo. Ao
trabalhar com problemas geométricos, Hipaso aplicou o teorema de Pitagoras a um
triangulo retangulo de lados iguais a 1 e observou que o comprimento da hipotenusa
seria v/2, porém, esse nimero nao podia ser expresso como razao de dois inteiros, e
portanto, nao poderia ser um nimero racional.

3.1 Eles sao racionais

Nesta secao, veremos o conjunto de todas as fracoes ordinarias, ou também
conhecido como o conjunto dos nimeros racionais. A seguir, para fins didaticos,
reveremos o conceito de ntimero racional.

. ~ /7 . Id / a
Definicao 3.1: Um numero racional é um nimero da forma —, com a € Z e b € Z*.

, . a c . , . .y
Além disso, — = — < ad = be. O conjunto de todos os niimeros racionais é denotado

b
por Q.

Existem infinitos modos de escrever um dado nimero racional. Vejamos os

13
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exemplos abaixo:

e O numero racional % pode escrito como %, g, g—;, entre outros.

6 9

° %, pode ser escrito como 14> 21> dentre outras maneiras.

O mesmo acontece com todos os outros niimeros racionais e, devido a isso, temos
a definicao a seguir:

Definigao 3.2: Uma fracao §, com a,b € Z, é chamada irredutivel se mdc(a,b) = 1.

Sempre existe a representacao de uma fragao com o denominador positivo. No
que segue, sempre consideraremos essa representacao.

3.2 Representacao dos racionais

Além das infinitas representagoes fracionarias que todo nimero racional possui;
esses numeros podem ser representados através de uma dizima decimal. Se tratando
de racionais, essas dizimas podem ser decimais finitas ou infinitas. Vejamos os

exemplos a seguir:

e Sao exemplos de racionais que admitem uma representacao decimal finita:
$=05e2=04.

e Em contrapartida, os niimeros racionais % =0,33333... e % = 0,454545... tém
sua representacao decimal infinita.

3.2.1 Decimais finitos

Todo nimero real positivo que admite uma representacao decimal e finita é
racional. Além disso, uma de suas representagoes fracionarias tem uma poténcia de
dez como denominador.

Teorema 3.1: Um niimero racional positivo, na forma irredutivel 3, com b > 1, tem

uma representacao decimal finita se, e somente se, b nao tiver outros fatores primos
além de 2 e 5.

Demonstracdo. Seja r um nimero com representacao finita de casas decimais, ou
seja:
r=3s8-+ O,tltgtg...tn,

em que s € N é a parte inteira de r e cada t; € {0,1, ..., 9} representa uma casa
decimal de r. Mostraremos que r possui uma representacao em forma de fracao
ordindria na qual seu denominador é da forma 2°5/, para algum par i, j € N.

Note que, se todas as casas decimais sao nulas, entao r = s € N, logo, podemos
escrevé-lo na forma fracionaria:

. S
7’—20—50.
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Assim, suponhamos que pelo menos uma casa decimal de r seja diferente de
zero, ou seja, suponhamos que t, # 0. Teremos:

(0, t1tats...tn). 10" = t1tats...L,.

Ou seja, temos:
titats...t,
0, ttots.. 1, = 227
s Lilals Ton

Dessa forma,

tltgtg...tn . 5.10™ + tltgtg...tn
wor 2n5n ’

rT=S —|— O,tltgtg...tn = S +

em que concluimos que um nimero racional r que tem sua representacao decimal

finita pode ser escrito com numerador inteiro e denominador da forma 2"5".
Agora, seja r um nimero racional qualquer, na sua forma irredutivel 3.
Suponhamos que b seja da forma 25" com m e n inteiros positivos ou nao

nulos. Dessa forma, temos duas possibilidades, ou n < m, ou n > m.

Se n < m. Multipliquemos o numerador e o denominador da fragao § por

5m=m:

a a a.bm " a.bm " a.bm™ "

b ompr  ompngmen  9mpgm  |Qm

Sendo m — n positivo ou nao nulo, 5™~ sera um inteiro e, portanto, a.5™ "

também serd inteiro, digamos c. Assim, podemos escrever:

CL_ C
b 10m

e, dessa forma, manipulando a virgula para a divisao do inteiro ¢ por 10™,
obteremos uma representacao decimal finita para §. Do mesmo modo, se n > m,

271,777’1

multipliquemos o numerador e o denominador de § por , Ou seja:

a a.2"m a2"™™m aq2"™m

b ompr  ompnon—m  9ngn 00

Fazendo d = a.2"™™, obteremos:

a d
b 107
e assim, novamente teremos uma representacao decimal finita para ¢. ]

Com base no teorema anterior, temos o seguinte corolario.

Exemplo 3.2.1: Considere o ntimero racional £. Assumindo que 8 = 235" e multipli-
cando o numerador e o denominador da fracao por 53, temos:

77 75 75 875
Z = = = = 2,875,
8 2550 2353 108 10°

Com base no teorema anterior, temos o seguinte corolario.



Capitulo 3. Numeros Racionais e Irracionais 16

Corolario 3.1: Um numero racional possui representacao decimal infinita se, e
s6 se, quando escrito na forma irredutivel, a decomposicao em fatores primos do
denominador possui fatores primos diferentes de 2 e 5.

3.2.2 Decimais infinitos: Dizimas periddicas

Veremos a seguir que as representacoes decimais infinitas de alguns nimeros
racionais possuem um grupo de algarismos que se repetem indefinidamente. Observe
os exemplos a seguir:

1 ) 3097
- =0,3333..., — = 0,454545..., —— = 0,3128282828... .
3 ’ 11 ’ 79900 ’

Definicao 3.3: Chamamos de periodo de uma dizima periédica infinita o conjunto
de algarismos que se repetem indefinidamente.

Teorema 3.2: Seja § a forma irredutivel de um nimero racional positivo, com b > 1.
Se a decomposicao de b em fatores primos contém fatores diferentes de 2 e 5, entao
sua representacao decimal é uma dizima periédica. Além disso, o periodo possui no
maximo b — 1 algarismos.

Demonstragao. Sabemos que a representagao decimal de § ¢ infinita, pois b tem
fatores primos diferentes de 2 e 5.

Seja 1 o resto da divisao de a por b. E claro que 1 # 0; caso r; = 0, a
divisao seria exata, o que resultaria em um ntmero inteiro. Sendo assim, temos
1 S ™ S b—1.

Agora, o préximo passo ¢ dividir r,10¥ por b, sendo que k é o primeiro niimero
natural tal que 7,10¥ > b. Encontramos um novo resto ry, com 1 < ry < b — 1.

Prosseguindo com o processo de divisao, obteremos a sequéncia de restos
{ri,ra,73,...;mp—1,7}, com 1 <r; <b—1 paratodo j=1,2,..,b.

Tendo em mente que ha apenas b — 1 possibilidades de restos diferentes para
esta divisao, entao o resto 7, ja apareceu pelo menos uma vez na sequéncia
r1,T9,...,Tp_1. Isso garante que o processo de divisao entrou em um ciclo de

repeticao e que o comprimento do periodo é de no maximo b — 1 algarismos.
m

Teorema 3.3: Todo numero real positivo cuja representacao decimal ¢é infinita e
periédica é racional.

Demonstracao. Seja j = 19,7172 ... 7T2P1P2 - - - Prm-
Multiplicando j por 10™™™, temos:

10" ) = 70717y - - TnP1P2 - - - Py P1D2 - - Pim- (3.1)
Multiplicando j por 10", temos:

10" = roriry ... Tn,D1P2 - - - Pm- (3.2)
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Subtraindo 3.1 de 3.2, temos:

1On+mj - 10nj =Tor1ir2 ... TnP1P2 - -Pm,P1P2 -+ -Pm — ToT1T2 ... Tn, P1P2 - - - Pm-
Isto implica que

- Tor1Te ... TpP1P2 .- - Pm — ToT1T2...7Tn
B 10nt+m — 10n ’

_ ror1To ... TpP1P2 .- - Pm — ToT1T2...7Tyn
107(10™ — 1) '

Como j é uma dizima periddica, entao m > 1 e 10™ — 1 #£ 0.

Como consequéncia dos teoremas 3.1, 3.2 e 3.3 temos o seguinte resultado:

Teorema 3.4: Um numero ¢é racional se, e s6 se, sua representacao decimal é finita
ou infinita periddica.

Agora desafiamos o leitor a responder a pergunta abaixo.

Desafio 3.1: O nimero com a expansao decimal 0,1234567891011121314..., for-
mado por todos os niimeros naturais ordenados, é racional?

Esse niimero é conhecido como constante de Champernowne. A resposta para
esse desafio sera vista no capitulo 6 deste trabalho.

3.3 Densidade e enumerabilidade dos racionais

Veremos nesta secao que o conjunto dos nimeros racionais ¢ denso em R e
enumeravel.

Teorema 3.5: O conjunto dos numeros racionais (Q) é denso em R.

Demonstracao. Sejam a < b ntimeros reais.
Vamos mostrar que existe um ntmero x € Q, tal que a < x < b.
Note que, b —a > 0. Logo, existe n € Z, com n > 0, tal que:

b—a> 1 > 0.
n
Nesse caso, o intervalo (na,nb) tem comprimento maior que 1, ou seja, nb —
na =n(b—a) > 1.
Mas, todo intervalo de comprimento maior que 1 deve conter um inteiro,
m € (na,nb).
Portanto na < m < nb e entao:

m
a< — <b.
n

Assim, ™ ¢ o racional no intervalo (a,b) cuja existéncia querfamos mostrar. [
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Proposigao 3.1: Mostre que o conjunto dos nimeros inteiros (Z) é enumeravel.

Demonstragao: Seja Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} o conjunto dos nimeros inteiros.
Queremos mostrar que a cardinalidade de Z ¢ igual a cardinalidade de N.
Sendo assim, considere a funcao a seguir:

f:Z—N

f(n) = { —2n;n <0 (3.3)

2n —1;n > 0.

Queremos mostrar que f é uma bijecao. Para isso, mostraremos que f é sobrejetora

e injetora.
1. f é sobrejetora: Seja m € N.

e Se m ¢é par, considere m = 2k. Dessa forma, tome n = —k. Logo:

2. f é injetora: f(n) = f(m), ou ambos sdo pares ou ambos sdo impares.
e Par: —2n = —2m o que implica n = m.
. fmpar: 2n — 1 =2m — 1 o que implica n = m.

Verificamos assim que, de fato, f é bijetora e, portanto, Z é enumeravel.

Teorema 3.6: O conjunto Q é enumeravel.

m
Demonstracao. Seja Q = {—; m,n € Z,n # O} :
n
Sabendo disso, vamos definir a seguinte fungao sobrejetora:

fZxXZ"—Q
m
(m,n)l—>g.

Pelo corolario 2.4, Z x Z* é enumeravel. Logo, pelo corolario 2.3, Q é

enumeravel. O

3.4 Os irracionais

A interagao humana com o conjunto dos nimeros irracionais ja é bem antiga;
todavia, a pouco menos de dois séculos, formalizaram-se as teorias em torno desse
tema. Definidos pelo que nao sao, os niimeros irracionais sao caracterizados por nao
possuirem representacao fraciondria e serem dizimas infinitas nao periédicas.
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Definicao 3.4: Um numero real € irracional se ele nao é racional. Denotamos o
conjunto dos irracionais por R — Q.

3.4.1 Alguns irracionais

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de niimeros irracionais.

Exemplo 3.4.1: /2 é irracional.

a

Demonstracdo. Suponhamos que /2 seja racional, ou seja, da forma 7 com
a,b € Z, tal que mdc(a,b) = 1.
Assim, temos que:
V2b = a o que implica que 2b* = d°. (3.4)

Dessa forma, temos que a? é par, logo, a também serd par, digamos que a = 2k.
Agora, substituindo a = 2k em 3.4, teremos:

20% = (2k)* = 4k>.

Logo, b* = 2k

Diante disso, b também ¢ um nimero par, o que também implica que b é par.
Mas, note que, temos a,b ambos nimeros pares, e consequentemente o
mdc(a, b) > 2 e, portanto, 2|mdc(a, b). Todavia, por hipétese, o mdc(a,b) = 1; o
que nos leva a um absurdo. [

Exemplo 3.4.2: ¢ = 1+2\/5, o numero de ouro, é irracional.

Demonstra¢ao. Vamos supor que ¢ € Q, logo:

_a_l—i—\/g 3.5
== 7Y &

com a,b € N mdc(a,b) = 1.
Por defini¢ao ¢ > 1 implica que a > b > 1.
Reescrevendo a igualdade (3.5), temos:

b(1+ /5) = 2a.

Dai,

b+ V5b = 2a.
Ou seja,

VBb = 2a —b.
Consequentemente,

50* = (2a — b)* = 4a® — 4ab + b*.
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Subtraindo —b* de ambos os lados, temos:
4b* = 4a* — 4ab.

Assim,
b = a(a —b).

Dessa forma, temos que a|b?, mas por hipdtese, a,b sao primos entre si, e
portanto, mdc(a,b?) = 1. E assim, temos que a = 1, pois a|b* e mdc(a,b?) = 1.
O que é um absurdo, pois, por hipotese, a > b > 1. n

Exemplo 3.4.3: O sen(10°) ¢ irracional.
Demonstracao. Considere as seguintes férmulas trigonométricas:

sen(A + B) = sen(A)cos(B) + cos(A)sen(B). (3.6)

cos(A + B) = cos(A)cos(B) — sen(A)sen(B). (3.7)

Substituindo nas equacoes acima, A e B por 6, temos de 3.6:

e sen(f +0) = sen(0)cos(0) + cos(0)sen(8).

Ou seja,
sen(260) = 2sen(6)cos(6). (3.8)
E de 3.7:
e cos(f + 0) = cos(0)cos(0) + sen(0)sen(0).
Ou seja,
cos(20) = cos*(0) — sen? (). (3.9)

Da mesma forma, realizando a substituicao de A e B, em 3.6, por 260 e 0,
respectivamente, temos:

sen(36) = sen(26)cos(0) + cos(20)sen(0).

Assim, substituindo os valores encontrados para sen(26) e cos(26), em 3.8 e 3.9,
respectivamente, obtemos:

sen(30) = (2sen(6)cos(6))cos(8) + (cos*(8) — sen®(0))sen(8),

sen(30) = 2sen(0)cos*(0) + (cos*(0)sen(d) — sen®(9)),
sen(36) = 3cos?(0)sen(0) — sen®(0).
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Partindo da relagao em que cos*(f) + sen?(0) = 1, temos:
sen(30) = 3(1 — sen?(0))sen(0) — sen(0),

sen(30) = 3(sen(0) — sen®(9)) — sen®(9),
sen(30) = 3sen(#) — 3sen®(0) — sen®(9).

Logo, sen(30) = 3sen(d) — 4sen®(6). (3.10)

Por conseguinte, substituindo 6 por 10° em 3.10, chegamos ao seguinte resul-
tado:
sen(3(10°)) = 3sen(10°) — 4sen®(10°),
sen(30°) = 3sen(10°) — 4sen®(10°).

Utilizando do fato conhecido que sen(30°) = 3, temos:
1 o 3 o
5= 3sen(10°) — 4sen’(10°).
Substituindo sen(10°) por z, encontramos a seguinte equagao:

1 .
5 = 3%’—4]}3

Multiplicando esse resultado por 2, obtemos que:

1 = 6z — 83,

3.11
8% —6x+1=0. (3:11)

Pela forma como construimos a equagao acima, podemos notar que sen(10°)
¢ uma raiz da mesma. Desse modo, vamos analisar as possiveis raizes racionais
desse polinomio, que pelo teorema 2.3, serao da forma: {£1,+ 1, + 1, +4}.

Substituindo em 3.11, cada uma das suas possiveis raizes racionais, obtemos
os resultados a seguir:

e Parax = —1 temos —1=8(—1)—6(—1)+ 1 #0.
e Para z = +1 temos 3 = 8(+1)* — 6(+1) + 1 # 0.

e Para z = 1temosS—S

—~
|
—_
~—
w
|

o Para z = 2 temos Lt =8(=1)* —6(5) +1 #£0.

e Paraz =1 temos &£ =8(1)% —6(1) + 1 #0.
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Diante disso, podemos observar que nenhuma das possiveis raizes racionais
satisfaz a equacao dada em 3.11; e, como sen(10°) é uma raiz desse polindmio,
temos que sen(10°) é um numero irracional. O

Exemplo 3.4.4: Se cos(26) é irracional, entao cos(f), sen(f) e tg(d) sao irracionais.

Demonstracdo. Seja a fungao trigonométrica definida em 3.7.
Substituindo A e B por 6, temos que:

cos(20) = cos*(0) — sen®().

Da relacao cos®0 + sen?d = 1, obtemos:
e cos(20) = (1 — sen?(f)) — sen?(0).
Dai,

cos(20) = 1 — 2sen?(). (3.12)

e cos(20) = cos*(0) — (1 — cos?()).
Logo,

cos(20) = 2cos*(#) — 1. (3.13)

Isso posto, vamos supor por absurdo que cos(f) seja racional. Logo, teriamos
que o produto de dois racionais ¢ racional, ou seja, cos(f)cos(0) = cos?(0) ¢é
racional. Assim, multiplicando cos®(#) por 2 e adicionando (—1), implicaria que
2c0s*(0) — 1 € Q.

Mas, por 3.13, cos(20) = 2cos*0 — 1 € (R — Q). Logo, encontramos um
absurdo. Entao, de fato, cos(f) é irracional.

Da mesma forma, suponhamos que sen(f) seja racional; logo, pelo mesmo
argumento anterior, terfamos que: sen®(#) e 1 — 2sen?(#) sdo também racionais.
Mas, por 3.12, 1 — 2sen?(#) = cos(20), que por hipétese é irracional. Logo, temos
uma contradi¢do, o que implica que sen(6) é irracional.

Por 1ltimo, vamos supor que tg(#) seja racional. Logo, tg(8)tg(d) = tg*(0) € Q.
Considere a seguinte identidade trigonométrica:

1

1+ tg*(0) = sec*(0) = c0s2(0)’

Observe que, como tg?(#) é racional, 1 + tg?(f) também serd, pois é a soma de
dois racionais, consequentemente, teriamos que cos?(f) € Q.
Todavia, por 3.13, temos que:
cos(20) + 1

2 —
cos*(0) = 5 ,

e, como cos?(0) é racional, cos(20) também o é. Mas, por hipdtese, cos(26) é
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irracional. Diante disso, temos uma contradigao, portanto, tg() é irracional,
como queriamos mostrar. m

Exemplo 3.4.5: log,¢2 é irracional.

Demonstragdo. Suponha que logip2 seja racional. Logo, é da forma § com
a,be N—{0}.

Podemos escrever da seguinte maneira:
a . . a
log1p2 = 5 ©due implica que 10® = 2.
Elevando ambos os lados da igualdade acima por b, temos:
295% = 10% = 2°, uma igualdade de inteiros positivos.

Vamos entao analisar essa igualdade. Pelo teorema fundamental da aritmética,
apresentado no teorema 2.2, 2° nao é divisivel por 5, para qualquer valor de
b. Por outro lado, a expressao a direita é divisivel por 5. Ou seja, temos uma
contradig¢ao, e portanto, log92 é irracional. [

Exemplo 3.4.6: [0g;y21 é irracional.

Demonstracao. Vamos supor que existam inteiros positivos a e b, tais que:
a . . a
log1021 = 7 o que implica 10® = 21.
Elevando ambos os lados da relagao acima por b, temos:
10" = 21°. (3.14)

Note que, pelo teorema fundamental da aritmética, teorema 2.2, 10* = 2%5%.
Em contrapartida, 21° = 37, logo a igualdade em 3.14 é falsa, pois 21 possui
apenas os nimeros 3 e 7 em sua fatoragao, niimeros estes que nao aparecem na
fatoragao de 10.

Logo, log1921 ¢ irracional. O]

Exemplo 3.4.7: Sejam c e d dois inteiros positivos distintos. Entao, logo(2¢59) é
irracional.

Demonstracio. Como c e d sao inteiros positivos, entao (2°5¢) também ser4.
Sabendo disso, vamos supor que logio(2°5%) seja racional. Logo, logio(2°5%) = ¢
com a,b € N—{0}.
Temos que:
crd a : a crd
log10(2°5%) = 3 ou seja 100 = 2°5°.

Elevando ambos os membros dessa igualdade por b, temos:

2959 = 10 = 2%5%, (3.15)
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Pelo teorema fundamental da aritmética, teorema 2.2, temos que:
205% = 2¢5% ge e 86 se, a = cb e a = db o que implica cb = db.

Nao obstante, por hipdtese, ¢ e d sao inteiros nao negativos distintos. Portanto,
a igualdade dada em 3.15 ndo ¢ vélida, e assim temos que logyo(2¢59) é irracional.
[

3.5 Racionais x irracionais

Nesta secao, veremos como os racionais e irracionais se relacionam perante
operacoes matematicas.

Teorema 3.7: A soma de um numero racional e um nimero irracional sempre sera
irracional.

Demonstragao. Vamos supor que a € Q e a ¢ Q, tais que a+a =b € Q.
Note que, « = b —a, mas b — a € Q e, por hipdtese, a ¢ Q.
O que é um absurdo, logo, a + « ¢ irracional.
m

Exemplo 3.5.1: D¢ exemplo de dois nimeros irracionais tais que sua soma ¢ irracional,
mas seu produto é racional.

Note que o produto nao é fechado no conjunto dos ntmeros irracionais. Se
tomarmos v/2, embora somando-o consigo mesmo o resultado seja irracional, j& que
2v/2 nao é racional, o produto V2 - 4/2 = 2 é um ntmero racional.

Teorema 3.8: O produto de um ntimero racional nao nulo por um nimero irracional
é sempre irracional.

Demonstracao. Suponhamos que a € Q, logo a = §, com p,q # 0, e seja o um
numero irracional, tal que:

m
2—904:—, em que m,n € Z, com n # 0.
q n
Multiplicando ambos os lados dessa igualdade por %, obtemos o seguinte
resultado:
mq
a=—.
np

m
Mas,—q €Qead¢Q, oqueé um absurdo.
np

P, . . .
Logo, —a é um numero irracional. ]
q

Exemplo 3.5.2: Sejam a, b, ¢, d nimeros racionais e a é um numero irracional. Entao,

a + ba = ¢ + da se, e somente se, a =ce b=d.
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Demonstragao. Suponha que a + ba = ¢+ da. Somando (—a — da)) em ambos os
lados, obtemos:
ba — da = ¢ — a,

alb—d) =c—a.

Mas, observe que (b —d) e (c — a) € Q, enquanto que a ¢ Q. Assim sendo, o
unico resultado possivel para que essa igualdade seja verdadeira é b=d e ¢ = a.
Por outro lado, se a = c e b = d, entao, partindo de b = d e multiplicando a

expressao por «, temos que:
ba = do

Somando a, obtemos:
a -+ ba = a+ dao.

Como a = ¢, obtemos:
a+ ba =c+ da.

3.6 A irracionalidade do e

A origem do nimero de Euler nao é tao exata na histéria da matematica. No

século XVI, com o surgimento da expressao matematica para juros compostos, se
~ 1\ " . . .

percebeu que a expressao (1 + ;) que aparecia na férmula dos juros compostos

tendia a um certo limite, para n suficientemente grande. E, dessa forma, o nimero

. "
e =limy_ oo (1 + —) )
n

Uma outra forma de se obter o nimero de Euler é através da série abaixo:

de Euler foi definido como:

11 1 1
e=—+—+=4+=....
RS TR TR
Como veremos nesta se¢ao, o nimero e é um nuamero irracional, por sua vez,

representado por infinitas casas decimais nao periédicas da forma:
e = 2,7182818284590452353602... .
Teorema 3.9: O numero e é irracional.

a
Demonstracao. Suponha que e seja racional, logo e = 7 com a,be Zea,b>1.

Temos que:

S I S 3.16
ot n T By (3.16)
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b—1)!
Fazendo e = = = M e igualando a equacao obtida em 3.16, temos:

b b!

Jab-nl_ 1111
T To T TR T ey

Multiplicando ambos os lados da relagao acima por b!, obtemos:

b 1) bl b b! b! b!
a(b— )'_ﬁ+ﬁ+'“+a+(b+1)!(b+2)!+“"
Ou seja:
bl D! b! 1 1
b—1)=—+4+—-+4+ ..+ = 1
b= =gttt ut oy Tornesy (3.17)
: bl bl b!

Note que A, € Z. Assim, subtraindo A, em ambos os lados da equacao 3.17,
temos:

1 1
b—1)!— A, = + -
A== A= G e+ 2
Agora, observe que
N (3.18)
b+1) (b+1)b+2) 7 '

¢ menor que a série geométrica

gbil <(b+11)n>' (3.19)

Assim temos:

1 1 =1 1 1 1
0< (b+1)+(b+1)(b+2)+"'<;b+1 ((b+1)n> R (1—L>

b+1
_ b4+1-—1
b+1 t+1

1 b+1_1<1
Cb+1 b b '

Ou seja, a série em 3.19 converge para um nimero menor que 1, o que implica

que a expressao em 3.18 € (0,1).
Mas, nao existem inteiros no intervalo (0,1), o que é uma contradi¢ao. Portanto,
e € irracional. O
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3.7 A irracionalidade do 7

Os antigos povos, em suas observacoes, perceberam que a razao entre o valor do
perimetro de diferentes circulos e seus respectivos diametros era sempre o mesmo.

H4 indicios na Biblia, no livro de Reis, capitulo 7, versiculo 23, que os Hebreus
utilizavam 3 como uma aproximagcao para o nimero m, como podemos ver no trecho:
“Fez o Mar de Bronze” de metal fundido, dez ctbitos de borda a borda, de forma
circular, e com cinco ctbitos de altura; uma corda com 30 cibitos de comprimento
dava a medida de sua periferia.

A irracionalidade do 7 foi demontrada pela primeira vez pelo matematico francés
Johann Heinrich Lambert, em 1761, utilizando de fragoes continuas. Nosso objetivo
nessa secao ¢ demonstrar a irracionalidade do nimero 7.

Teorema 3.10: 7 é irracional.

. a
Demonstrag¢ao. Vamos supor que 7 € Q; logo podemos escrever 7 = — com a, b €
) b )
N.
Considere a funcao:

x™(a — bx)"
flx) = (—'), tal que n € N e serd escolhido posteriormente.
n!

Considere também a funcao:

F(x) = f(z) = fP (@) + fD(2) — .,

sendo que f)(x) denota a derivada de ordem r de f. Note que f™ (x) = 0 para
todo m > 2n + 1, pois f é um polinomio de grau 2n.
A segunda derivada de F'(z) é dada por

FO () = O (a) = fD(2) + FO(a) - ...

Deste modo,

F(x)+ F(Q)(x) = f(x).

Seja a funcao:
g(z) == FO(z)sen(z) — F(z)cos(x).
Pela regra do produto e da soma, temos:
gY(z) = FO(z)sen(z) + FY(z)cos(x) — FV(x)cos(z) + F(x)sen(x),

9 (@) = (FO(2) + F(x))sen(z) = f(x)sen(x).

Aplicaremos agora o teorema fundamental do célculo, que pode ser encontrado
em [10], pagina 137. Temos:



Capitulo 3. Numeros Racionais e Irracionais 28

/0 " f(x)sen(z)dz = / "W (@)de = g(m) — g(0) =

(FW(n)sen(r) — F(r)cos(m)) — (FH(0)sen(0) — F(0)cos(0)) = F(r) + F(0).

Afirmamos que F(m) + F(0) € Z.
1 .
Com efeito, note que f*(z) = Zf— — ( k ) [2"]D[(a — baz)"]* D) para

=0 |
n! \ j
todo k inteiro positivo. Da expressao da k-ésima derivada, segue que f®(0) =
f® (%) = 0 para todo inteiro k, com 1 < k < n. Além disso, f*(0) e f*) (

7)
sao inteiros para k inteiro, com k > n + 1. Tendo em mente a deﬁm(;ao de F(x)
segue que F(m) + F(0) € Z.

n — bx)"
Note que f(x) = w

O mesmo ocorre para a fungao sen(f), isto é, ela assume apenas valores

> () para todo x € (0, %)

positivos no intervalo (0, %). Deste modo, f(z)sen(z) > 0 para todo = € (0, %).
Logo,

0< /07T f(z)sen(x)dx < /07r f(z)dz. (3.20)

Aqui usamos o fato que 0 < sen(z) < 1.
Temos
(a—bx)" _ (4)" (@) a"a”

a
_ < _ @y (3.21
f(x) o —» bara todo = € <0, b) (3.21)

De 3.20 e 3.21 segue que:

0< F(r /f sen(z dm</f

S/ Wadx:’/T(CL’/T)‘
0 n!

Ora, F(r) + F(0) € Z e lim, . M
n:

Isso significa que existe ng € N tal que:

m(am)"
n!

0< F(m)+ F(0) < < 1, para todo n > ny.

Absurdo, pois (0,1) NZ = 0.
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Nudmeros Algébricos e Transcendentes

Neste capitulo, veremos a respeito dos niimeros algébricos e transcendentes. Para
esse estudo, foram utilizadas as referéncias [0], [10].

4.1 Os numeros algébricos

Grande parte dos nimeros encontrados na algebra elementar podem ser facilmente
notados como solucoes de equagoes polinomiais simples. Um exemplo seria o niimero
-1, que é raiz da equacao polinomial x+1 = 0. Nao é dificil de observar que o nimero
V2 satisfaz a equacao 22 — 2 = 0; o nimero i = v/—1 também pertence a esse grupo,
visto que é solucao da equacao 2% + 1 = 0.

Definigao 4.1: Um ntmero complexo ¢ que satisfaz uma equacao da forma:
An " + p12" P+ .+ ax+ag =0
com coeficientes inteiros, com a,, # 0, é chamado de nimero algébrico.

Proposicao 4.1: Um numero complexo é algébrico se, e so se, satisfaz uma equacao
algébrica com coeficientes racionais.

Definicao 4.2: Denotamos o conjunto dos nimeros algébricos por Q.

4.1.1 Operando com algébricos

Para demonstrarmos os itens 1 e 2 a seguir, utilizaremos os conceitos de espacos
vetoriais vistos no capitulo de Nocoes Basicas.

1. A soma de dois nimeros algébricos é algébrico.

Demonstracao. Sejam a e § dois numeros algébricos. Logo, sao solugoes de
equacoes polinomiais com coeficientes inteiros.

Dividindo ambas essas equacoes pelos seus respectivos coeficientes lideres,
vamos obter:

"+ 2"+ aw +ag =0, (4.1)

29
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e,
x™ + bm,lxmfl + ...+ b133 -+ b() =0. (42)

Como « é raiz de 4.1, temos a" +a,_1a™ ' +...+a;a+ay = 0. Assim, podemos

escrever:
Q" = —a, 10" — ... —aja — ap, (4.3)
ou seja, podemos escrever a™ como combinacao linear de 1, «, ...,a" !, com

coeficientes racionais.
Multiplicando a expressao 4.3 por a, obteremos ™! como também combinacao

"=1 sendo os coeficientes racionais. Dessa mesma forma,

linear de 1, a, ..., «
podemos escrever todas as poténcias a’, com j > n, como combinacao linear
de 1,q,...,a" !, fazendo uso de coeficientes racionais.

Analogamente, como 3 é raiz de 4.2, temos 8™ + by, 1™t + ... + b1 B+ by = 0
e, dessa forma, também podemos escrever todas as poténcias 8*, para k > m,
como combinacao linear de 1, 3, ..., /™!, usando coeficientes racionais.
Sabendo disso, queremos mostrar que a—+ /3 é solucao de uma equagao polinomial
de grau mn com coeficientes racionais e, portanto, a + (3 sera algébrico.

Assim sendo, considere os mn + 1 niimeros abaixo:

L(a+8), (a+ B (a+ B)*, ... (a+ B)™ (4.4)

e o0 espaco vetorial sobre Q gerado pelos elementos:
B={a'F|0<i<n—-1,0<j<m-—1}.

Como B é um conjunto de geradores de mn elementos, entao possui base com
dimensao menor ou igual a mn elementos. Entao, a dimensao deste espacgo ¢é
menor ou igual a mn, logo pela proposicao dada em 2.2, os mn + 1 ntimeros
em 4.4 sao LD.

E, portanto, existem racionais (rg, ..., "y, ), nem todos nulos, tais que:

ro + 71+ B) + rola+ B)? + ... + (o + B)™ = 0.

O que mostra que (« + ) satisfaz uma equagao polinomial de grau mn com
coeficientes racionais, e consequentemente, é algébrico. m

2. O produto de dois nimeros algébricos é algébrico.

Demonstracao. Sejam a e  dois nuimeros algébricos. Logo, sao solugoes de
equacoes polinomiais com coeficientes inteiros.

Dividindo ambas essas equacoes pelos seus respectivos coeficientes lideres,
vamos obter:

2" 4 ap 12" 4 @+ ag =0, (4.5)
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e?
2™ 4 by 2™ 4 .+ by + by = 0. (4.6)

Como « é raiz de 4.5, temos a" +a,_1a™ '+ ...+ aja+ay = 0. Assim, podemos

escrever:
Q" = —a, 10" — ... —aja — ap, (4.7)
ou seja, podemos escrever " como combinacao linear de 1,a,...,a" !, com

coeficientes racionais.
Multiplicando a expressao 4.7 por a, obteremos o' como também combinacao

"=1 sendo os coeficientes racionais. Dessa mesma forma,

linear de 1, a, ..., «
podemos escrever todas as poténcias a’, com j > n, como combinacao linear
de 1, q,...,a™ !, utilizando coeficientes racionais.

Analogamente, como 3 é raiz de 4.6, temos 8™ + by, 1™t + ... + b1 B+ by =0
e, dessa forma, também podemos escrever todas as poténcias 8*, para k > m,
como combinacao linear de 1, 3, ..., /™!, usando coeficientes racionais.
Sabendo disso, queremos mostrar que af é solugao de uma equacao polinomial
de grau mn com coeficientes racionais e, portanto, a8 sera algébrico.

Assim sendo, considere os mn + 1 niimeros abaixo:

1, (aB), (@), (aB)’, ... (aB)™; (4.8)
e o0 espaco vetorial sobre Q gerado pelos elementos:
B={d'f|0<i<n-1,0<j<m-—1}

Como B é um conjunto de geradores de mn elementos, entao possui uma base
de dimensao menor ou igual a mn elementos, como foi visto em 2.2. Assim, os
mn + 1 nimeros em 4.8 sao LD e podem ser escritos como combinagao linear
dos elementos de B.

Portanto, existem racionais (sg, $1, ---, Smn), nem todos nulos, tais que:

so + s1(af) + sy(aB)? + ... + Sy (aB)™ = 0.

Assim, temos que af é solucao de uma equacao polinomial de grau mn com
coeficientes racionais, e consequentemente, algébrico, como queriamos mostrar.

[
3. O simétrico (—a) de um numero algébrico a é algébrico.

Demonstracao. Se a é algébrico, entao é raiz de uma equacao polinomial do
tipo apx™ + a1t + ... + a1z + ag = 0, com coeficientes inteiros e a,, # 0.
Logo, —a ¢ raiz da equacao:

(—1)"apz"™ + (=1)" tap,_ 12" + .+ (=Drayz + (—1)%a = 0.
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4. O inverso (a™') de um ntimero algébrico a, diferente de zero, é algébrico.

Demonstracao. Se a é algébrico, entao satisfaz uma equagao polinomial do
tipo apx™ + Ap_12" "t 4 ... + a1z + ag = 0, com coeficientes inteiros e a,, # 0.
Portanto, a! ¢ raiz da equacao:

apz” + a2+ .+ ap_1z 4+ a, = 0.

4.2 s numeros transcendentes

Em 1844, o matematico francés Joseph Lioiuville provou que os ntimeros nao
algébricos, de fato, existiam. Esses niimeros, por sua vez, receberam o nome de
transcendentes.

No préximo capitulo, veremos alguns ntumeros produzidos por Liouville que
representam os numeros transcendentes, um dos mais conhecidos é a constante de
Liouville (% +
maiores de zeros.

107 + >, cuja expansao decimal é formada por blocos cada vez

Definicao 4.3: Um numero complexo ¢ dito transcendente se nao ¢ algébrico, ou
seja, nao € raiz de nenhuma equacao polinomial da forma

Ant" + ap_ 12" 4 @+ ag =0,

com coeficientes inteiros, sendo que a,, # 0.

4.3 Caracterizando o conjunto dos algébricos e dos
transcendentes

E bem conhecido que cada nimero a do conjunto [0, 1) possui um tnica represen-
tacao decimal 0, ajaqas...a,..., em que:

1. Para todo ¢ € N* q; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};
2. Nao existe ng € N, tal que a,, = 9 para todo n > ny.
Usaremos este fato no teorema a seguir.

Teorema 4.1: O conjunto dos niimeros reais nao é enumeravel.

Demonstracao. Segundo o teorema 2.4, basta mostrarmos que o subconjunto dos
nimeros reais [0, 1) é ndo enumerdavel.

Dessa forma, vamos supor que [0, 1) seja enumerdvel. Assim, podemos supor
que [0, 1) = {xy, 29, x3, ...} seja uma sequéncia infinita.
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Escrevendo os nimeros dessa sequéncia, em sua forma decimal, vamos obter:
z1 = 0,a110120a13...

Tg = 0,a210220a93...

x3 = 0,a31a32033. ..

Ty = 0,0510,2003. .

Agora, seja b € [0, 1) um nimero decimal da forma b = 0, bybyb3by..., tal que todos
os b;, sejam diferentes de 0 ou 9 e, além disso, by # ay1,bs # a9, ..., by F Qppyy - -

Diante disso, temos que b é diferente de x1, pois diferem na primeira casa
decimal. Do mesmo modo, b é diferente de x5, pois diferem na segunda casa
decimal.

Assim, temos que para todo n, b, # apy,. Logo b # z;, mas b € [0, 1). O que é
um absurdo.

Logo [0, 1) é ndo enumeravel e, consequentemente, R é nao enumerdvel. [

Corolario 4.1: Todo intervalo nao degenerado da reta é nao enumeravel.
A demonstracao deste corolario pode ser encontrada em [10], pagina 19.

Definicao 4.4: Chamamos de altura de um polinémio da forma a,z™ + a,_12" * +
... + a1x 4+ ag = 0 a soma dos valores absolutos dos coeficientes, acrescido o grau

desse polinomio. Assim, temos:

1P| = lan| + |an] + .. + |aa| + |ao] + n.

Teorema 4.2: O conjunto de todos os nimeros algébricos () é enumerével.
Demonstracao. Dado um polinomio com coeficientes inteiros:
" + Q12"+ .+ a1z + ag, com a, #0en €N,
a sua altura é dada por:
1P| = [an] + anr] + . + laa| + [ao| + .

Pelo teorema fundamental da algebra, teorema 2.6, para cada polinomio de
grau n, teremos no maximo n raizes complexas.

A uma dada altura, teremos um numero finito de polinomios. Para isso,
incluimos a parcela n na definicao de altura.

Portanto, todas as raizes de todos os polindmios de uma dada altura formam
um conjunto finito.
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O conjunto de todas as raizes de todos os polinomios de todas as alturas é a
uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos e, segundo o corolario 2.5,

é enumeravel. O

Uma pergunta que aparece nesse momento é se existem nimeros transcendentes.
O teorema abaixo afirma que sim, vejamos.

Teorema 4.3: Existem ntumeros transcendentes.

Demonstracdo. Suponhamos que nao existam transcendentes reais. Logo, teria-
mos R = Q NR.

Mas Q NR, como foi visto no teorema 4.2, é enumeravel. Todavia, R é ndo
enumeravel, pelo teorema 4.1. Ou seja, temos uma contradicao.

Logo, existem numeros transcendentes e, mais ainda, o conjunto dos nimeros

transcendentes é nao enumeravel. O]

Observacao: Visto que R C C, podemos dizer que C = Q U (C — Q).
Proposicao 4.2: O conjunto Q NR é denso em R.

Demonstragao. Note que Q C QNR e, Q é denso em R, como foi apresentado
no teorema 3.5. Logo, segue trivialmente que Q NR é denso em R. O

Proposicao 4.3: O conjunto dos nimeros transcendentes reais é denso em R.

Demonstracao. Seja I um intervalo aberto nao-degenerado em R. Suponhamos
que I nao contenha numeros transcendentes; logo, seria formado apenas por
nimeros algébricos e seria enumeravel.

Absurdo, pois todo intervalo nao-degenerado é nao-enumeravel. Como con-
sequéncia, o conjunto dos niimeros transcendentes reais é denso em R. [

4.4 Operando com algébricos e transcendentes
Proposi¢ao 4.4: Sejam o € Q e 8 € (C — Q), entdo:

L. a+p8e(C-Q).

Demonstragdo. Vamos supor que a + 3 = a € Q. Somando o simétrico aditivo

de o de ambos os lados, teremos:
a+p+ (—a) =a+ (—a) o que implica que f =a —«a € Q

Pois, como vimos no inicio desse capitulo, a soma de algébricos é algébrico. O
que é uma contradicdo, pois 8 € (C — Q).
Dessa forma a + 8 € (C — Q). O

2. af € (C—Q), com a # 0.
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Demonstragdo. Suponhamos que a3 = ¢ € ). Multiplicando ambos os lados
dessa igualdade pelo inverso multiplicativo de «, temos:

alafB = a"'c o que implica que 8 =a"lc € Q.

O que contradiz a hipdtese de g ser transcendente. Logo aff € (C— Q). O

3. B7te (C-Q).

Demonstragio. Suponha que 71 € Q. Assim, temos que (37!)~! € Q. Mas,
(8717t = B; o que é um absurdo, pois, por hipétese, 3 € (C — Q). Logo
afte(C-Q). O



Numeros de Liouville

Joseph Liouville foi quem teve o primeiro contato com os nimeros transcendentes.
Para seus estudos, utilizou de um simples, porém criterioso fato, que foi caracterizar
os numeros algébricos quanto a sua aproximacao por racionais. E sabido que todo
numero real é limite de uma sequéncia de racionais; todavia, Liouville observou que
os numeros algébricos nao eram tao “bem-aproximados” por racionais. Com esse
feito, Liouville apresentou um conjunto de niimeros que nao satisfaziam a condigao
de serem algébricos. A esses nimeros, deu o nome de numeros de Liouville e, em
seguida, demonstrou a transcendéncia dos mesmos. Para a construcao desse capitulo
foram utilizadas as referéncias [9] e [18].

Definicao 5.1: Um ntmero algébrico o é dito de grau n se ele for raiz de uma
equacao polinomial com coeficientes inteiros de grau n e, além disso, nao existir
nenhum polinémio com coeficientes inteiros, de grau menor que n, que contenha «
como uma de suas raizes.

Definicao 5.2: Um polinomio de grau n, ag + a1z + ... + a,x", com coeficientes
racionais é monico quando a, = 1.

Exemplo 5.0.1: Os polinomios 2% + 322 + 5 e o* + 1523 4 222 + 42 + 2 sdo monicos.

Definicao 5.3: Seja o um numero algébrico. O polinomio monico de menor grau no
qual « é raiz é chamado polinomio minimal.

Exemplo 5.0.2: Todo numero racional g, tal que p,q € Z, q # 0; é algébrico de grau

1, pois a = § é raiz da equagao r — § =0.

Podemos concluir com base no exemplo anterior que, se « é algébrico de grau
maior ou igual a 2, entao, « € irracional.

Defini¢ao 5.4: Um numero real o é aproximavel na ordem n por racionais se existirem
uma constante real ¢ > 0 e uma sequéncia {‘%} de racionais distintos, com
J ; *
JeN

36
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¢; > 0 e mde(pj, q;) = 1, tais que:

O teorema a seguir descreve uma importante propriedade dos nimeros algébricos
nao racionais.

Note que: ‘\/_— %’ > 3% e |\/_— §| > ?‘)%, em que A € {1,2,3,...,8}. Em geral,
temos:

Teorema 5.1: Seja o um numero algébrico real de grau n > 1. Entao existe A > 0,
que depende de « tal que:

oa—=| 2z —,
q q°

p’ A
para todo racional g.

Demonstracao. Como « é algébrico, este é raiz de uma equacao polinomial com
coeficientes inteiros.

Seja f(z) = 2" + ... + a1 + ag, com a; € Z, o polinomio minimal do qual « é
raiz.

Como f(x) tem no maximo n raizes reais, existe o > 0 tal que, no intervalo
[ — d,« + §], a tnica raiz de f(z) =0 ¢é a.

Note que a derivada f'(z) de f(z) é um polinémio de grau n — 1 e é limitada
em intervalos limitados. Dessa forma, existe M > 0 tal que:

|f'(z)| < M, para z € [a — §,a + 0].
Dado § € Q, com g > 0, temos duas possibilidades. Vamos analisa-las
separadamente a seguir:
1°caso: £ € [a — 4, + .

Sabemos que f(z) é continua e derivavel no intervalo aberto cujas extremidades
Sa0 § e a.
Assim, aplicando o teorema do valor médio, teorema 2.5, temos:

s =1 (2) =rw(a-2),

em que ¥ € (o — §, + 0).
Como f(a) = 0, podemos reescrever a relagao acima como:

{2)-rofe-2),

Aplicando a funcao médulo em ambos os lados, temos:

‘f (g)\ 1)

<M

&_—
q

p ‘

a—]—?‘. (5.1)
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Por outro lado, temos que f(x) = 2" + ... + ayx + ag e f <§> # 0, pois
% € [ — §,a + d] e, nesse intervalo, a tnica raiz de f é a.
Logo,

n n—1
p

n + CLn_lpn—l
q

b
HOIE -
q
‘p" + a1 p" g+ .+ aipg™ T+ apq”
q?’L
p" + anap" g+ -+ apg" T Faog"| 1
q" T

=+ ... +CL1§+CLO

Assim, encontramos uma cota inferior para |f (’g) . Dessa forma, unindo ao
resultado obtido em 5.1, temos:

e (@) w1
q" q q

Dividindo ambos os lados da relagao acima por M, obtemos:

A=
M qn M q

p‘
o—=.
q

Isto implica que

a—]—)’,parage[oz—é,oﬁ—é].
q q

2° caso: £ ¢ [a — 0, + ).

> 0.
q
Como ¢ > 1, temos que ¢" > 1 o que implica que qin <1 e, portanto, q% <.
Logo, temos:

Assim, temos que: ‘oz -2

a-L >52£,para2¢[a—5,a—l—5].
q q" q

Por 1ltimo, tomando A como o menor dos niimeros ﬁ e 0, temos:

1 >4 i 1 A
e O que 11mplica —.

4] A
E, 0 > A o que implica — > —.
qTL

n

L

Dessa forma, temos que a relacao ’a — §

> q% ¢ valida para todo § €eQ. O

Foi visto no capitulo 3 deste trabalho que o conjunto dos nimeros racionais ¢é
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denso em R. Dessa forma, é possivel aproximar qualquer niimero real por racionais.
Todavia, o teorema 5.1 nos mostrou que os nimeros algébricos nao racionais “nao
sao bem aproximéaveis por racionais”. E importante ressaltar que se um certo nimero
nao possui uma propriedade que todos os niimeros algébricos devem possuir, entao
ele ¢ um nimero nao algébrico e, por sua vez, transcendente.

Definicao 5.5: Um numero real a é chamado de Liouville se existir uma sequéncia

a5
que:

{&} de racionais distintos, em que p;,q; € Z, com ¢; > 0 e mdc(p;, q;) = 1, tais
JEN*

; 1
d; q;

Vamos denotar o conjunto dos nimeros de Liouville por: L.

Ao propor a defini¢ao acima, a ideia de Liouville foi apresentar um conjunto de
numeros que sao bem aproximados por racionais, em que o erro dessa aproximagao é

menor que —. Dessa forma, podemos dizer que os niimeros de Liouville sdo “muito
9
bem” aproximéveis na ordem n por racionais.

Veremos mais tarde alguns exemplos de niimeros de Liouville.
Proposicao 5.1: A sequéncia {g;},>1 ¢ ilimitada.

Demonstracao. Note que:

; 1
a—& <—j<1. (5'2)
q; 4q;

Suponha que a sequéncia {¢;};>1 seja limitada, ou seja, existe M, tal que
q; < M.
Multiplicando a relacao em 5.2 por ¢;, obtemos:

lag; —pjl < ¢ <M.
Assim, aplicando a desigualdade triangular diminuida, proposigao 2.3, teremos:
pj| — lovg| < M.

Logo,
pil < M+ |allg;| < (Jeo| + 1) M.
Ou seja, se {g;} ¢ limitada, {p;} também sera limitada. Absurdo, pois existem
infinitos 2. Dessa forma, {¢;};>1 ¢ ilimitada. O
qj =
Agora que sabemos o que é um nimero de Liouville é natural a seguinte pergunta:
H& ntmeros de Liouville que sao racionais? E irracionais?

Proposicao 5.2: Todo nimero de Liouville é irracional.

Demonstracdao. Seja a um numero de Liouville.
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Suponha que a € Q, logooz:gcomp,qEZeqséO.

Pela definicao de nimero de Liouville, apresentada na definicao 5.5, existe
p—?} , de infinitos racionais, todos diferentes de «, tais que:
FEN*

uma sequencia {
J

1
F_&<f.
q qj qj
Ou seja,
. 1
’pq] ij’ _ 1
q9; a

Como p,q € Z, pg; e pjq sao inteiros distintos, sua diferen¢a em modulo é
maior ou igual a 1. Assim, temos:

1
< —.

q

1
Ipg; — p;q| > 1 o que implica que <

‘qu —piq
lqq;| —

q4q;

Logo, —— < L.
89 lgq;] <q§

Isso nos diz que |q|q; > qj e dividindo ambos os lados desta relacao por gj,
temos que: |q| > qfl. O que é um absurdo, pois {g;};>1 € ilimitada.
Logo, todo niimero de Liouville ¢ irracional. O]

Proposicao 5.3: Todo nimero de Liouville é transcendente.

Demonstracao. Vamos supor que « € LL e seja algébrico de grau n > 1.
Segundo a definicao de ntimero de Liouville, na definicao 5.5, existe uma

sequencia {2—7} de racionais distintos, tais que:
i ) jeN*
JEN
pj 1
a—=L| < -
q; q;

Mas, como « é algébrico de grau n > 1, pelo teorema 5.1, existe A > 0 tal

que:
; A
o — & > -
q; d;
Assim, obtemos:
A ; 1
ey < |x — p—] < -
q; qj q;
; ; qg 1 Jj—n 1
Logo, — < — o que implica que = < — e, portanto, ¢; =~ < —, para todo
(' g A ’ A
j e N*.
Absurdo, pois {g;},>1 ¢ ilimitada.
Logo, o nao pode ser algébrico, entao temos que « é transcendente. [

Com base nos resultados apresentados até aqui, Liouville deu o primeiro exemplo
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de um numero transcendente, conhecido como a constante de Liouville, como veremos
a seguir.

Exemplo 5.0.3: O nimero v = Y7, t5mr = 0,110001... é transcendente.

Demonstracao. Vimos que todo nimero de Liouville é transcendente, assim sendo,
basta mostrarmos que o é um numero de Liouville.
Sejam p; = > 2 1077 e ¢; = 107" > 0.
Note que:
ikl J J
bj Zk 107 k! 1
TP DL B

qj

ou seja, ¢ a j-ésima soma parcial de a.
Dessa forma,

00 J 00
pil 1 1 B 1
Oz_;_zlk!_zlk'_zlok'
J k=1 k=1 k=j+1

Reescrevendo a expressao acima, temos:

[e.o]

kz1 10k~ 10G+D)! + 10G+2)! + T0G+o + ... =
=j+

1 1 1
T0G+1! (1 T 0G0t T oG -G T ) '

Observe que, a diferenca entre os fatoriais é (j + k)! — (7 + 1)! > k — 1, para
k> 2.
Assim, temos que:

pi| _ 1 1 1 1
¢;| ~ 106G+ T 110G =Gy T 1pGe—gaot T ) <

o —

1 1 1 1 1
T R T TR T

1 1 1 ’ s o
Mas, note que (1 +ir tir T T ) ¢ uma série geométrica e podemos cal-

10
1 10
<1060 \ 9 )

9
Concluimos, assim, que:

Agora, observe que: (7 + 1) =jl(j +1) =45+ 4! > jly.
Logo,

cular sua soma, que sera

W Pi

4;

10 1 1
0 109+ < 105
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E, assim, temos que:

1 1
ot < 1045 — -
4; q;
Ou seja, o é um numero de Liouville, e como consequéncia da proposicao 5.3, é
transcendente. O
a

Exemplo 5.0.4: Os nimeros da forma a = > ;- WIZ, = 0,a1a2000as..., em que
ap € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} para todo k € N* sdo nimeros transcendentes.

Demonstragdo. Vamos definir p; = 37 _ 107" ¢ ¢; = 107" > 0, com k € N.

Note que:

. J 107K J J
Pi _ 2k ;. Z 4,10~ Z ar_

Qj ].OJ!

Dessa forma:

00 J
Z 10%! Z 10%!
k= k=1

aj+1 aji2
10G+D! T 100G+2)!

1 @j+2 @j+3
T0G+D! <“J’+1 T 102G T ToG -Gt ) :

Assumindo que o maior nimero que a; pode assumir é 9, temos:

:Z%:

k=j+1

+ .=

o0

ag < 9 1 1 1
kzl 108 = ToG+0r \ T ToGrarGror T oG T )
=Jj+

Assim sendo, observe que a diferenga entre os fatoriais é (j+k)!—(j+1)! > k—1,
para k > 2.
Logo:
bj

9 1 1
@~ q = 10G+D! (1 + 10G+2)!=G+1)! + 10G+3)!=G+1)! * ) <

9 1 1 1 1
T R T TR TR

Observe que (1 + % + # + # + ) ¢ uma série geométrica, de soma igual

a %, ou seja:
b9 10 10
R S T0GF 910G
Agora, n(i%e que (jl—i— D=51G+1) =715+ >4l
Logo,

10G+D)! < 1044 °
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E, portanto,
1 1
1074 qj

.

qj

Dessa forma, o ¢ um nimero de Liouville e, consequentemente, é transcendente.
O

Lema 5.1: Um numero « é de Liouville se, e somente se, para todo n € N*, existe

£ e Q tal que:

0<

p’ 1
o — — .
q| ~q"

Demonstracao. Se a é um numero de Liouville, entao existe uma sequéncia

{pq—f} com infinitos racionais distintos, com p; e g; inteiros relativamente
7 ) jeN*
JEN

primos e g; > 0.

Dessa forma, dado n € N*, podemos escolher o elemento 1;—” € {%} tal
" ) jenr

que p = p, € ¢ = q, que satisfaz
1

< —
dn

Dn
o — —

4n

0<

1
<@,

Reciproca. Se para todo n € N* existe § = cQtal que 0 < ‘a — %

entao, considere A = U,>1 {&} :
— Uan
p

Se A for finito, existe § € A tal que ‘oz -

< #, para todo n € N' C N*,

com N infinito.
Temos lim,,_, qin =0. Assim, o = §, o que contradiz o fato )a — 5‘ > 0.

Portanto, A é infinito e o € L. O

Lema 5.2: Dado a € R, se existirem ¢ > 0 e uma sequéncia de racionais {I—J}
J i>1
) >

distintos com ¢; > 1 e mdc(p;, q;) = 1, tais que:

.

45

& ~
0< <, entao a € L.

4

Demonstracao. Vamos analisar duas situagoes que podem acontecer.
19 caso: Se 0 < ¢ < 1, entao:

c 1
J T

4G9

a-b) <

4;

0<

e, portanto, a é um numero de Liouville.
2° caso: Se ¢ > 1, note que, com um argumento andlogo a proposi¢ao 5.1,

a sequéncia {¢;} ¢ ilimitada. Logo, passando a uma subsequéncia de {g¢;}, se
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necessario, existe jg tal que, para todo j > jy tem-se ¢ < qjo, tal que :

c qj-'o

G 4G g

LD
q;j

Assim, para todo j > jg, considere a sequéncia dos niimeros naturais n = j— jo.
Dessa forma, para todo n da sequéncia de naturais definida existe § = %, tal
J

que:
1
o=«
q q"
Pelo lema 5.1, @ é um nimero de Liouville. [

Lema 5.3: Se existirem uma sequéncia ilimitada {wy}r>1 de nimeros reais positivos

e uma sequéncia de racionais < 2= tais que 0 < |o — B&| < - para todo k € N*
qx qx q. k7 ’
k>1 k

entao, o é Liouville.

Demonstracao. Seja {sg}tr>1 € {wg}r>1 uma subsequéncia ilimitada em que
sg > 1 para todo k € N. Seja {Z—’“} - {&} tal que 0 < ‘a—‘;—’“ <
k k>1 qk k>1 k
para todo k € N.
Agora, tomemos uma sequéncia de nimeros reais {r}r>1, com rp > 0 para
todo k € N*, tal que s —rp, = k.
Entao, temos:

—

Sk
bk

aj 1 1 1
0<|ja—— - < = —.
N N T
Ou seja, 0 < ‘a—g—: < bik
k
Assim, pelo lema 5.1, temos que « € L. [

Teorema 5.2: Sea €l e § € Q* com ¢ > 1, entao:

1. o e L.
q

2. (a + g) el.
Demonstracao. (i) Se o € L, entao existe uma sequéncia {%} , de infinitos
7 ) jenr
L
a’
Multiplicando p e ¢ por um inteiro positivo maior ou igual a 2, se necessario,
podemos admitir que g > 2.
Vamos definir a; = log,q;, em que ¢ = g;.
Restringindo a uma subsequéncia de {¢;};>1, se preciso, temos lim;_, a; =

400, e ainda:

bj

racionais distintos, com mdc(p;,q;) =1 e ¢; > 1, tal que: ‘a -1 <
J

q 449

NS

’ P pp;
a - .
q qq%

_ 'ag PP

q qaj+1
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Por outro lado, existe k € R tal que |p| < ¢*. Entao:

. . 1
'azz_fz& :lﬂ'a_& _ it
¢ 94| g G| 9 q

lpl 1 pl |
q (q) — giott Jog i

(qozj+1)m
Como |p| < ¢* para algum k € R, temos:

k
1
| I _

jaj+1 jaj+l jaj+l
(qourt) et (gt =t (goth) =t

’ P pp;
a_ —_—— —
q qq

O célculo diferencial e integral nos diz que, se uma funcao f(x) é uma

fungao diferenciavel tal que lim, ., f(x) = oo, pelo teorema de L “hospital,

lim,, 0 % =1 e, assim, lim, xljzgf()x) = 00.

Logo, utilizando deste fato, temos que:

- 1
lim ( I — k) = +00;
g \ o +1  a;+1

o +1 , e , . .
no qual, w; = f?jl — k é uma sequéncia ilimitada de nidmeros reais positivos.
J

Assim, pelo lema 5.3, a§ e L.

(ii) Da mesma forma do item anterior, vamos definir ; = log,q;, em que
(67 I
q =dqj.

Observe que lim;_, ;o a; = +00, e ainda:

(2)- Do) ()

q % 9d q qq;

(2)- 052 )52
q qq™ q qe

Por outro lado,
q qj q 4;

s jaj . o
Mas, lim;_, 4o ol = +00; no qual s; =

1 1 1

qﬁf gl (Qaﬁl)% '

Joy
aj+1

é uma sequencia ilimitada de
numeros reais positivos e, pelo lema 5.3, (a + §> ¢ um namero de Liouville. [J
O teorema 5.2 nos diz que existem infinitos nimeros de Liouville. O proximo

e ultimo teorema deste capitulo afirma que qualquer niimero real pode ser escrito
como a soma de dois numeros de Liouville.

Teorema 5.3 (Teorema de Erdés): Dado € R, entdo existem [y e Iy € L, tais que
,8 - ll + 12‘
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Demonstracao. Para realizarmos essa demonstracao, vamos precisar analisar trés
casos. Vejamos:

1° Caso: 3 € L.

Neste caso, basta escolhermos [; = Iy = g Pois, pelo teorema 5.2, vimos que
§ ¢ um numero de Liouville. Assim, existem [y e [y € L, tais que 5 = [ + .

29 Caso: 3 € Q.

Se [ é racional, vamos tomar « € L. Dessa forma, considere [; = BJ“TO‘ e
Iy = ﬁ*Ta Pelo teorema 5.2, [; e l5 € L. Por fim, note que 8 = [; + 5.

32 Caso: 3 ¢ Q.

Assim sendo, seja 8 € (R — Q), entao 8 = |B] + {8}, em que |3] € Z,
corresponde a parte inteira de § e {8} € (0,1), corresponde a parte fraciondria de
B.

Dessa forma, é suficiente provarmos que existem Iy + lo = {}.

Como {#} € (0,1) N Q°, podemos escrever

{B} =>_02, f, no qual a, € {0,1,2,3,...,9}.

Assim vamos definir [; = )", % elo=3 ", 150—"”, em que para n! < k <

(n+ 1)!, teremos:

A = ag e 0, = 0, se n for impar.
A =0 e 0, = ay, sen for par.

E fécil ver que {f} = l; + 1y, resta verificar que [; e [ sdo nimeros de Liouville.

Para mostrarmos que l; € L, dadon € N, tomemos p,, = ,(622!71 N 10C!=04R) o g =
10(271)!—1'
Assim,
(20)!=1 y 4 (@n)!=(1+k) (2n)!—1 @ity
Pn _ Zabmt Ak = 3 na0th= Y R
In 10(2n)!-1 = = 10%

Dessa forma,

n k k k
e D DS TR D Rl T3
" k=1 k=1 k=(2n)!

Como A, = 0 para (2n)! < k < (2n + 1)!, podemos escrever que:

Dn| - Ak - 9 _
b=l = > ToF = > ToF =
" k=(2n+1)! k=(2n+1)!

9 1 1 1 1
I R T I T EAR T
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Mas, note que 1+ 10% + ﬁ + % + ... é uma série geométrica de soma igual a

Assim, temos:

p P9 10 1 L L1
1T | S 0@y T To@an < Jor@n-n — (10@D-T)n — gn°
Ou seja,
n 1
ll - p_ —
In|

E, portanto, [; é um numero de Liouville.
De forma analoga, podemos mostrar que Iy € L.

Dadon € N, tomemos p, = /(<32n;_1 e 8, 10CnHDI=(+k) o o — 10GntD)I=T
Assim,
P _ ,(f:”f“l)!_l 5, 10Cn+D!=(1+k) (Qni' 1(5 Lo (zni' 1 5.
an 10@2n+1)!1-1 & 2 ToF
Dessa forma,
°° (2n+1)1-1 5 ~ s
O . g
2__ Z_’“_ D T 2. Tor
" h= k=1 (2n+1)!
Como 0, = 0 para (2n + 1)! <k < (2n + 2)!, podemos escrever que:
Pn = ©
l - pr— - < v
’ an Z 108 — Z 10k
(2n+2)! (2n12)!
10Cnt2)! 1_01 + 102 + 108 + ..

1 1 1 . - Lo . 10
Mas, 1+ 157 + 752 + 793 T - ¢ uma série geométrica de soma igual a 3
Assim, temos que:

9 10 1 1 1 !

Pn _ _ -
= 10@n+2)! 9 — 10@n+2)!-1 < 107(@n—1)1=1) — (10(2n—1)!—1)n - q

Iy — 2"
an

[]

; _Pa
Ou seja, ’lz o

Neste ultimo teorema vimos que qualquer niimero real pode ser escrito como a
soma de dois nimeros de Liouville. Este resultado é interessante e nos mostra a
importancia desses niimeros, uma vez que o conjunto dos numeros de Liouville tem
medida nula em R, ou seja, quase nenhum nimero real é de Liouville. Todavia, pelo
teorema de Erdos, concluimos que apesar de o conjunto dos nimeros de Liouville ser
quase “invisivel” em R, esses niimeros estao posicionados estrategicamente na reta
real.



A Constante de Champernowne

Em 1933, D. G Champernowne apresentou uma determinada constante formada
por todos os nimeros naturais conectados. Essa constante, ¢ = 0,123456789101213...,
recebeu o nome de constante de Champernowne. Kurt Mahler provou sua trans-
cendéncia e, em seguida, mostrou que a constante de Champernowne nao era um
nimero de Liouville.

Em resposta ao desafio deixado no capitulo 3, podemos notar que a constante de
Champernowne ¢ um decimal infinito nao periddico, visto que é formada pela jungao
de todos os niimeros naturais. Dessa forma, ¢ é irracional.

A demonstracao que sera apresentada neste capitulo foi realizada por Mahler em
1968, em que fez uso de dois importantes resultados demonstrados por F. Roth, em
1955.

Como material tedrico para a construgao deste capitulo, foram utilizadas as
referéncias [1], [9] e [15]. Agora, apresentaremos dois resultados.

Teorema 6.1 (Teorema de Roth): Sejam o um numero algébrico e irracional e € > 0.
Entao, o conjunto {§ €Q;|a— 5‘ < q21+5} é finito.

Corolario 6.1 (Coroldrio de Roth): Sejam o um numero algébrico e irracional e
e > 0. Entao existe k = k(a, €), tal que para todo § € Q;

k
q2+e '

As demonstragoes do teorema 6.1 e do corolario 6.1 podem ser encontradas em

9]

6.1 Transcendéncia da constante de Champernowne

Os resultados a seguir foram retirados do trabalho de [15].

Teorema 6.2: A constante de Champernowne ¢é transcendente.

Demonstracao. Seja ¢ = 0,12345678910111213141516... a constante de Champer-
nowne.

48
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Vamos construir uma sequéncia de racionais {%} , que possa contradizer
i) j>1
1=

o corolario de Roth, coroléario 6.1.
Para melhor compreensao, serao apresentados os dois primeiros termos da
sequéncia.
Sejar; = £+ 2+ 35+ttt istortar tos+ o T+ =
10

— = 0,1234567890.
81 ’

Dessa forma,

FENEE IS
B TITANTEER

Assim, vamos tomar % =r = ;—(1’. Dai, temos que:

1 1
|C_r1‘<8145:T57
’ a4

em que % é o primeiro termo da nossa sequéncia.
_ 10 11 12 99 100 _
Agora, tome ry = 102 T 702 T 106 T - T Tor8 T foms0 T =

991
— =0,10111213...9798991.
992 ’
Assim, obtemos que:

991 1

9
‘10 ¢ — 123456789 — 992 < T
Isto implica que
A - 1
€~ 109992 10187

Dessa forma, A = 123456789.992 + 991.10°.99%. Agora, fazendo 2= T

temos que:

1 1

< —=
187 4,57
10 ds

em que ¢» = 10°.99%,

2
\c_p_ -

q2
Realizando esse processo repetidas vezes, vamos encontrar uma sequéncia

{fq’—} em que p; € N e ¢; € {92,107992, 101899992, ..., 10" (10% — 1)2} tal que:
7 J)j>1

; 1
C—& < 5
qj q;’

Nosso objetivo agora consiste em mostrar que a constante de Champernowne
¢é transcendente, ou seja, nao ¢ um numero algébrico.

Para isso, vamos supor que c¢ seja algébrico.

Pelo corolario de Roth, corolario 6.1, temos que dado € > 0, existe k > 0 tal



Capitulo 6. A Constante de Champernowne 50

que:

C—E‘>
q

Considere € = % = 0,5 e a sequéncia de racionais construida acima. Assim,

p
——, para todo = € Q.
q2+e q

25
4

1
_]_9‘ < —z, para todo j € N, em que k < qj_z'
Qj’

Mas, como (g;);>1 ¢ ilimitada, temos uma contradi¢ao. Logo, a constante de

Champernowne (¢) é um nimero transcendente. ]

Como vimos, a constante de Champernowne é um nimero transcendente. Sabendo
disso, podemos nos perguntar se existem nimeros que sao transcendentes mas, nao
sao numeros de Liouville.

6.2 A constante de Champernowne nao é um nimero

de Liouville

Visto que a constante de Champernowne é um nimero irracional, podemos
calcular sua medida de irracionalidade.

Definigao 6.1: Dado a € Q¢, chamamos de medida de irracionalidade de o, o nimero
real positivo (o) = pu, tal que:

a__
q

1
> —, para todo b € Q.
q* q

Teorema 6.3: A constante de Champernowne nao é um nimero de Liouville.

Demonstragao. Massaki Amou mostrou, em [1], que a medida de irracionalidade
de ¢ é 10, ou seja, u(c) = 10, isto é:

1
C—E‘ > To,paratodog € Q.
q q q

Vamos supor que ¢ é um nimero de Liouville, entao existe uma sequéncia de

p—?} , com ¢; > 1 e mde(pj,q;) =1 tal que:
%) j>1

J

racionais distintos

1 _ '
[E— C —_—
q;° 4

em que qg 10210 que contradiz o fato de ¢; ser ilimitada.

Logo, a constante de Champernowne (¢) ndo é um nimero de Liouville. [

Assim, existem nimeros transcendentes que nao sao de Liouville.



A Transcendéncia do e

Foi visto no capitulo 3 deste trabalho que o ntmero de Euler é um niimero
irracional. O intuito desse capitulo é demonstrar sua transcendéncia; para isso,
serao resolvidos 10 exercicios, que serao apresentados como lemas, os quais foram
enunciados no livro do Djairo Guedes de Figueiredo, em [(]. No primeiro deles iremos
supor por absurdo que e seja um numero algébrio e no decorrer de cada um deles
construiremos argumentos para mostrarmos uma contradicao. Para este estudo,
foram utilizadas as referéncias [2], [0], [I 1] e [16].

Lema 7.1: Seja P(z) um polinoémio de grau r. Definimos a funcao F(z) = P(z) +
PO (z) 4 ...+ P")(z), em que P") representa a derivada de ordem r de P, entdo:

d —z o —x
%(e F(z)) = —e *P(x).

Demonstracao. Temos:

%(e_xF(x)) = %(B_I(P(x) +PY(z) + ...+ PM(x)) =

—e ¥(P(x) + PW(x) + ... + PV(x)) + e *(PW(2) + ... + P (2) + PUD(x)) =
e "(—=P(z) — PW(z) — ... — PY(2) + PO (2) + ... + PU(x) + PUD(x)) =
e (=P(z) + PU™(2)) = —e*P(z) + e * PV (2).

Como F(x) tem ordem r, PV (z) = 0. Logo,

d - _ -
(e P (@) = —e "P(),

como queriamos mostrar. O

Lema 7.2: Sejam as fungbes F(z) e P(z) definidas no lema 7.1. Temos que F'(k) —
" F(0) = —ke*(1=%) P(k6),) para todo k > 0, em que 6}, é um niimero entre 0 e 1.

Demonstrag¢ao. Seja k > 0 um nimero real.
Vamos definir a fungao:

51
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g:[0,k] = R
i g(x) =e"F(x).

Observe que para todo k > 0, g é continua no intervalo [0, k| e derivdvel em
(0, k). Entao, pelo teorema do valor médio, resultado visto no teorema 2.5, existe
c € (0,k) tal que:
lg(k) —g(0)] _

Pelo lema 7.1, a igualdade g(k) — ¢(0) = ¢'(¢)(k — 0) implica que:
e *F(k) — "F(0) = —e“P(c)(k).

Portanto,

e *F(k) — F(0) = —ke “P(c). (7.1)
Note que, ¢ € (0,k). Logo, existe 8, € (0,1), tal que:

c = kby. (7.2)
Substituindo 7.2 em 7.1, temos:

e "F(k) — F(0) = —k(e=F%) P(k6,)).
Multiplicando ambos os membros por e*, temos:
e F(k) — F(0)] = e"[—k(e"M P(k6y))],

F(k) — " F(0) = —ket1=%) P(kf),).
O

Lema 7.3: Seja aj, = —ke*1=%) P(k6),) e F(z) definida pelo lema 7.1. Suponha que
e seja algébrico, isto é, existem inteiros cg, ¢, ¢a, ..., ¢, podemos supor ¢y > 0, tais
que c,e™ + ... + cie + ¢g = 0. Entao:

coF(0)+ 1 F(1) + ... + ¢, F(n) = c1ay + ... + cpay. (7.3)
Demonstragdo. Pelo lema 7.2, provamos que a, = —ke*1=%) P(ko,) = F(k) —

e*F(0).
Partindo do lado direito da igualdade em 7.3, para k € {1,...,n}, temos:

C1a1+ ...+ Cpy = c1(F(1)—eF(0))+ca(F(2) —e*F(0)) +...+c,(F(n)—e"F(0)) =

aF(1) 4+ cF(2) + ... + e, F(n) — (c1eF(0) + c2¢*F(0) + ... + c,e"F(0)) =
aF(1) +cF(2) + ...+ c,F(n) — F(0)(cie + cae® + ... + cpe™) =
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aF(1) +cF(2) + ...+ c,F(n) + F(0)(—cie — coe® — ... — cpe™)

Observe que (—cie — cpe? — ... — c,e") = cp, OU seja, a expressao acima ¢ igual a:
coF(0) + 1 F(1) + 2 F(2) + ... + cnF(n).
E, portanto

coF(0)+ 1 F(1) + coF(2) + ... + ¢, F(n) = c1a1 + ... + cpa,.

Considere o polinomio

P(z) = = 1)!xp_l(l —x)P..(n—1x)P, (7.4)

sendo p um primo tal que p > n, p > ¢y, sendo n e ¢y dados no lema anterior.

A partir de agora, nosso objetivo sera mostrar que, para tal polindmio, o lado
esquerdo da equagao em 7.3 é um numero inteiro nao nulo e nao divisivel por p,
enquanto o lado direito tem modulo menor que 1, caracterizando um absurdo.

Lema 7.4: Seja Q(z) = > "_;a;z/ um polindmio com coeficientes inteiros e seja
p < r, entao:
.

) 1 o
Q@) =3 g i S (7.5)

em que QU é a derivada de ordem i de Q.
1. Seja Q¥ (x) definida em 7.5, entdo:

1

E 1)!62(“ (), para i > p, (7.6)

¢ um polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por p.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que a expressao em 7.5 é vélida. A prova
sera por inducao.
12 passo: Vamos verificar se Q) (z) é vélida para i = 1.

QY(z) = (Qx)) = (Z aij) = (apz’ +az' + ... + a,z") =

=1
(arz) + (agx?®) + ... + (a,2") =

a4 2002+ L+ ra T =

1! 2! r!
alxl_l + a2x2_1 + ...+

(1-1)! 2-1)! (r—1)!
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T '

j! .
Z G- 1)!aj:v3 L

j=1

Logo, a expressao em 7.5 ¢é valida para i = 1.
20 passo: Hipétese de inducao: Q) seja valida para i = k, ou seja:

r

j=k

Para isso, vamos mostrar que a expressiao em 7.5 é valida para Q"1 (z).

@Wﬂ@ﬁ#@Wuw:(Eing%ﬁ*)z

j=k
k! k—k (k+1)! (k+1)—k rl A
(—(k—k)!akx +—((k—|—1)—k;)!ak+1x +...+—(T_k>!ar:1: =
k+1)! B r! k)
((k+1)— k)mamﬂ(kﬂ M=ty 4+ (r—k) = k)!arx( k)-1
(7.7)
Note que:
(k+1)! (k+1)!
. = .
(k+1)—=Fk)!  (k+1)—(k+1)
rl (r—k) r! rl
—k — = )
R T T R =k D) =G D)
Substituindo os resultados acima na equacao 7.7, temos:
(k+1)! ((b+1)—(k+1)) r! r—(k+1) _
(o D) — (k+ 1)1 BT T
r ]' -
2 Gt

j=k+1

Assim, pelo principio de inducao finita, a expressao 7.5 é valida, para i < r.

1. Agora, vamos mostrar que a expressao ﬁQ(i) (x), para i > p, dada no
item (1) do Lema 7.4, é um polinomio com coeficientes inteiros divisiveis
por p.

Substituindo Q¥ (x), definida em 7.5 na expressao ﬁQ(i) (x), temos:
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j=i

. , 1 4!
em que cada coeficiente é da forma: b; = PR i)!aj'

Queremos mostrar que cada coeficiente desse polindmio é um nimero inteiro,

divisivel por p, ou seja, que existe k € Z, tal que b; = pk.

p ~
Note que = =, entao:
-1t p!

ToplG -t Tl -t

1l
Considerando k = ﬁ%’ temos que, de fato, b; = pk. Provaremos que k ¢é

pl(y —1)!

inteiro.

|
Por hipétese, a; € Z, entao basta mostrar que ﬁ € 7.
pl(j —1)!

I
pl(j—i)  plil(j—d)! p\i )’
il
Como i > p, — € Z.
p!

.' .
Logo hd ( ] ) €.

pl \ ¢
Dessa forma, temos que todos os coeficientes de ﬁQ(i)(x), com i > p, Sa0

]

De fato,

inteiros e divisiveis por p.

Lema 7.5: Seja P(z) definido em 7.4. Entao P(x) é da forma:

E, ainda,
L. PO(k)=0; k=1,...,n; i <p.
2. PP=D(0) = (n!) e PP(0)=0; i <p—1.

Demonstracao. Note que cada fator de P(z) pode ser escrito como:
(1 —2)P =17+ p(=2) + ... + p(=2)""" + (=2)”

(2—2)P =20 + p2P~H(—z) + ... + p2(—x)Pt + (—x)P

(B—x)P =3+ p3t(—x)+ ... + p3(—x)P 1 + (—x)?

(n—xz)? =n? +pnP~H(—z) + ... + pn(—x)P~ ' + (—x)P
Substituindo esses resultados em P(x), temos:

P(z) = (p_l 1)!.ir,'f"_l(lp +p(=2) + ... + p(=2)P71 + (=2)P)...
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(n? +pn?~ ' (=z) + ... + pn(—2)? " + (—x)?) =
1
(p— 1!
sendo by = —(p2P3P..nP + p2P~13P..nP + p2P3P~L. P + ... + p2P3P..nP71).
A expressao acima é igual a:

aPTH(1P2P3P . P 4 why + ...,

Pl (n!)?

(p—1)! ((n!)P +2bo + ...) = bt

(p— 1)!1.}7—1 + m—f— .

1. Observe que 1, ...,n sao raizes de multiplicidade p de P(x).

Como o grau de P ¢é maior que p, temos que 1, ...,n sao raizes das derivadas
de ordens menores que p.
Podemos escrever P(z) = (k — x)Pg(x), tal que:

g(x) = = 1)!xp_ (1—z)P. ((k=1)—2)P((k+1) —2)..(n — ).

Assim, pela regra do produto, temos:

P'(z) = p(k — )" (=1)g(z) + (k — 2)'g(z) =
—p(k — )" g(x) + (k — 2)'g/(x) =
(k —2)"" (—pg(z) + (k — 2)g'(x)) =

(k - I)p_lgl (ZE),

em que gi(x) = —pg(x) + (k —x)g ().
Assim, temos que PM(x) = (k — z)P g (x).

Generalizando, temos:
PO () = (k = 2" ()

Dessa forma, temos que P¥ (k) =0, para k = 1,2,...,n e i < p.
(n!)P boxp!
(p—1)! (p—1)!

2. Observe que PP~V (z) = (p—1)!+ +(parcelas com a variavel )

Logo, P®P~Y(0) = (n!).

Por outro lado, para ¢ < p — 1, todas as parcelas de P(i)(x), possuem a
varidvel x, logo, quando x = 0, P®(0) = 0.

[]

Lema 7.6: Considere os lemas 7.4 e 7.5. F(k), para k = 1, ...,n, é um inteiro divisivel

por p e, ainda, F'(0) é um inteiro nao divisivel por p.
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Demonstragio. Como foi definido no lema 7.1, F(k) = P(k) + PY (k) + ... +
PO (k) + PP(k).

Vamos mostrar que F(k) é um inteiro divisivel por p.

Pelo lema 7.5 vimos que P (k) = 0 para k = 1,...,n; i < p. Logo, F(k) =
P (k). No lema 7.4, vimos ainda que, P®)(x), para i > p, é um polindmio com
coeficientes inteiros divisiveis por p.

Fazendo x = k; k € {1,...,n}, temos que:

P®) (k) é uma soma cujas parcelas sio inteiras e divisiveis por p. Consequen-
temente P (k) é um inteiro divisivel por p.

Assim, como F(k) = P®(k), temos que F(k) é divisivel por p.

Por ultimo, vamos mostrar que F'(0) nao ¢é divisivel por p.

Temos F(0) = P(0)+PM(0)+...+ PP~V (0)+ PP (0). Pelo lema 7.5, vimos que
PP=D(0) = (n!)? e PY(0) = 0, para i < p — 1. Logo, F(0) = P»~1(0) + P®(0).

Note que, P®)(z) = 2225 4 (parcelas com a varidvel z), entdo P®)(0) = byp.

(p—1)!
Dessa forma, temos que:

F(0) = (n!)” + bop,

que nao pode ser divisivel por p, j& que se fosse, terfamos que (n!)? é divisivel
por p, que é um absurdo, pois p > n e p é primo. O

Lema 7.7: Sed;; i =0,1, ...,r sdo inteiros, tais que d;, para i > 1, sdo divisiveis por
(3] ) ) ) ) 19 )
p e dy nao é divisivel por p, entdo Y., d; nao é divisivel por p.

Demonstragdo. Vamos supor por absurdo que Y ;_, d; seja divisivel por p. Logo,
existe k € Z, tal que:

> di = kp. (7.8)
=0

E, mais ainda, como d; para 1 <1 < r, entao existe k; € Z, tal que:
di = kip; i =1,...,r. (7.9)
Dessa forma, temos por 7.8 que:
kp=> di=do+di+ ... +d,.
i=0

Mas, por 7.9:
do + kip + kop + ... + kpp =

d() + (k‘l + kg + ...+ ]{?T)p

Isto implica que

do=kp— (k1 + ko4 ...+ k)p=(k— (k1 + ko + ...+ k.))p € Z.
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Mas, por hipdtese, dy nao é divisivel por p. Absurdo. n

Lema 7.8: Considere os lemas 7.6 ¢ 7.7. Como 0 < ¢y < p entdo, ¢oF'(0) + 1 F (1) +
... + ¢, F(n) é um inteiro nao divisivel por p.

Demonstracao. Pelo lema 7.6, temos que F'(k), para k = 1,...,n, é um inteiro
divisivel por p. Assim, como ¢, € Z, podemos dizer que:

ctF (k) = dy, para k = 1,...,n, em que d; é um inteiro divisivel por p.

Ainda pelo lema 7.6, vimos que F'(0) é um inteiro nao divisivel por p e como
0 < ¢y < pepéprimo, temos que ¢y nao é divisivel por p. Seja dy = ¢oF(0), no
qual dy é um inteiro nao divisivel por p.

Pelo lema 7.7, temos que Y _,_, di é nao divisivel por p. Mas pela forma que
construimos, temos que

i dp = coF(0) + 1 F(1) + ... + ¢, F'(n)

e, portanto, coF'(0) + ¢; F(1) + ... + ¢, F'(n) é um inteiro nao divisivel por p. O
Lema 7.9: Seja 0 < 6, < 1, entao:
le™nP (n!)?|
(p—1! "

Demonstracao. Observe que os aj s, definidos no lema 7.3, e calculados para o
polinémio P(z), definido no lema 7.6, tém a forma:

lag| < para k < n.

1
— _JeF(1—=0k) -1 _ —
ap — ke (p — 1>‘ (k’@k)p (1 kﬁk)p(n k:Hk)”

Seja ag, definido acima, em que 0 < 0, < 1e k < n.
Aplicando a funcao médulo em ambos os lados, temos:

lag| = [—keF(1=00) S(KOR)PH (1 = kO)P...(n — k)|

1
(p—1)
Como 0 < 0 < 1, temos (j — k) < j para j = 1,...,n, logo:

1
(p—1)!

Da mesma forma, como 0 < 0 < 1, temos k(1 — 0;) < k, ou seja:

\ak| <

|~ ke =0 (=1 (6,7~ 1728 P |

ou] < sl = BeH P 0 0] = ] = e ] <
o e =TT
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krek(n!)P
Ou seja, |ag| < M e, como k < n, temos que:
(p—1)!
nPe™(n!)P
o < 0
(r—1)
como queriamos mostrar. O

Lema 7.10: Se p for um ntmero primo suficientemente grande, entao:
lcrar + ... + cpan| < 1.

Demonstracao. Note que:

lcray + ... + cpan| < |craq| 4 |caas| + ... 4 |enan| = |ail|ar| + |eallas| + ... + |enl|an]-
ppn 1\p
Pelo lema 7.9, mostramos que |a| < —|n< € (7;){ |, logo:
p—1)!
[nPe” (n!)?| [nPe” (n!)P| [nPe” (n!)?|
wenllan] < . tlen
el e+ llan] < feu T ool T e T

(Jer| + .. + |en)) (%) '

Fazendo |¢1| + ... + |¢,| = C, temos:

ClnPe™(n!)P|

clay + ... + cpa,| <
| | (p— 1!

C|nPe™(n!)P|

(p—1)!

mente grande, temos que:

Note que lim,_, =0. Dessa forma, para p > ¢y, p > n suficiente-
ClnPe™(n!)P|

T < 1.

Ou seja,
lcrar + ... + cpan| < 1.

Teorema 7.1: O numero e é transcendente.

Demonstracao. Pelo lema 7.3, supomos por absurdo que o niimero e era algébrico,
ou seja, que existiriam inteiros cg, 1, ..., ¢,, com ¢y > 0, tais que c,e" +...cie+cy =
0; e assim encontramos que ¢oF(0) + ¢; F(1) + ... + ¢, F(n) = c1a1 + ... + ¢pa,.

Pelo lema 7.8, concluimos que ¢y F'(0) + ¢; F(1) + ... + ¢, F'(n) é um inteiro
nao divisivel por p, em contrapartida, pelo lema 7.10, temos que, nas mesmas
condigoes, |c1ay + ... + cpa,| < 1. O que é um absurdo, pois um nimero inteiro
nao nulo tem médulo sempre maior ou igual que 1.

Portanto, e é um ntmero transcendente. [



A Transcendéncia do

A demonstracao da irracionalidade do 7 foi apresentada no capitulo 3 deste
trabalho. Nosso objetivo agora é provar a transcendéncia do m. A demonstragao
que apresentaremos sera baseada na de R. Moritz, com uma correcao na aplicagao
do teorema do valor médio para niimeros complexos. Para isso, iremos utilizar os
conceitos abordados no capitulo 2, nas se¢oes de variaveis complexas e polinomios
simétricos.

Como referencial tedrico foi utilizado a referéncia [(].

Por fim, recordemos que a fungao exponencial complexa é definida por exp(z) =
e*(cos(y) + isen(y)), sendo z = x + iy.

Teorema 8.1: O ntumero 7 é transcendente.

Demonstracao. Vamos supor por absurdo que 7 seja algébrico. Logo im, com
i = +/—1, também serd algébrico, pois é produto de dois algébricos.

Como im é algébrico, entao sera raiz de uma equacao polinomial com coefi-
cientes inteiros Pj(x). Assim, podemos representar as raizes de P;(x) por a; =
I, Qg ...y Ol

Como €™ = —1, segue que:

n

H(l +e%)=0.

J=1

Desenvolvendo o produtério acima, chegamos a expressao (1+ somatério de
exponencias), em que os expoentes sao:

1, g, A3, ...y Oy (8.0.1)
«; + o para todos i < j (8.0.2)
o; + aj + oy para todos i < j < k (8.0.3)
a; +aj + L+ . (8.0.n)

Com respeito as exponenciais, note que 8.0.1 possui n termos; 8.0.2, ( 5 >

60
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termos; 8.0.3, ( ;L ) termos, e 8.0.n, ( " ) = 1 termo. Tais que ( " ) Sa0
n m

. . . n n!
coeficientes binominais da forma =——para0<m<n.
m ml(n —m)!

Agora, como «aq, ..., a,, satisfazem uma equagao polinomial de grau n com
coeficientes inteiros, segue que:

. ~ . . n
e Os numeros em 8.0.2 satisfazem uma equacao polinomial de grau ( 5 >

com coeficientes inteiros. Seja essa Py(x) = 0.
e Da mesma forma, os nimeros em 8.0.3 satisfazem uma equacao polinomial

de grau ( 5 ), com coeficientes inteiros, vamos chamé-la de Ps(z) = 0.

E assim, sucessivamente.
No geral, os niumeros de 8.0.1, 8.0.2, 8.0.3, ..., 8.0.n, satisfazem uma equacao
polinomial com coeficientes inteiros da forma:

P (x)Py(z)...P,(z) = 0, (8.1)

tal que o grau dessa equacao é:

(3 (3o (2) -7

Como alguns nimeros das equagoes P/s podem se anular, suponhamos que m
deles sejam nao nulos. Vamos representa-los por 1, s, ..., G-

Assim, simplificando de 8.1 os fatores da forma x4, para ¢ > 0, caso haja, (e
haverd se 2" — 1 > m) obtemos que [31, (s, ..., B, sa0 raizes de uma equagao da
forma:

R(fﬂ) = cx™ —+ Cm_l.l’m_l + ...+ cax+ . (82)

Dessa forma, efetuando o produto de [];_,(1 + e*) = 0, obtemos:

k4eP +ef2 4 +efm=0. (8.3)

Agora, considere o polinomio:

CS

em que s =mp — 1 e p € um nimero primo a ser escolhido posteriormente.

P(x) = 2" (R(x))", (8.4)

Temos que o grau de P é r = s+ p.
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Seja
F(z) = P(z) + P'(z) + ... + P", (8.5)

no qual P") representa a derivada de ordem r de P.
Segue, pelo lema 7.1, que: L (e7"F(z)) = —e *P(z).
Aplicando o teorema 2.7 a fungao f(z) = e *F(z), temos:

()~ F(O)| < 208 lsup{le > P(AG;)| : 0 < A < 1) para j =1, .m.
(8.6)

Fazendo €; = 2|8;|sup{|e3V% P(AB;)| : 0 < X < 1}, obtemos de 8.6 que:

|[F(B;) = e F(0)] < ¢;. (8.7)

Utilizando os resultados obtidos em 8.3 e 8.7, para j = 1, ..., m, temos:

m

EF(0) + ) F(B;)

Jj=1

Jj=1

Nosso objetivo agora é mostrar que o lado esquerdo da relagao acima é um
inteiro nao nulo, e que o lado direito, para p conveniente, é menor que 1.

Para isso, devemos calcular as vérias derivadas de P(z) nos pontos 0, 81, B2, ..., Bm.

Pelo lema 7.5, podemos observar que para as derivadas de ordem ¢ < p. O
polindomio em 8.4 é da forma P(x) = (pi—sl)!{cg;zrp_l +ba? + ..}

Logo,

PYD(0) =0, parai < p—1e PP D(0) = *c. (8.9)
Por outro lado, segue diretamente de P(x) que:
PY(B;) =0, parai <p, j=1,..,m, (8.10)

uma vez que para as derivadas P (z) com i < p, a expressdo R(x) é um fator
comum e R(f;) = 0.

Ja analisamos o que acontece com as derivadas de P(z), para i < p. Agora,
para as derivadas de 8.4, de ordem ¢ > p, podemos concluir, pelo lema 7.4 que:

Os coeficientes de P (z),i > p, sio inteiros e divisiveis por pc®.  (8.11)
Com esses resultados, podemos observar que de 8.9 e 8.11 que:

F(0) = ¢*ch + pc’ko, (8.12)
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em que ko ¢ um inteiro, cujo valor nao importa para os nossos propésitos.
Para os demais F'(3;), podemos observar que:

m m

Y FB)=> Y PYE) = ZiP“)(ﬁj)- (8.13)

J=1 J=11izp izp j=1

Agora, observe a expressao:

m

Z PY(B;), para cada i fixado, com p < i < s+ p. (8.14)

j=1

Por 8.11, o polinémio P® tem coeficientes inteiros e divisiveis por pc®. Além
disso, P tem grau r = s+p, entdo, segue que P tem grau s+p—i < s, pois p < i.
Dessa forma, a expressao em 8.14 pode ser escrita como:

m

> " PO(B) = perQ(Br, --ry B, (8.15)

j=1

em que Q(f1, ..., Bm) é um polindémio nos f; s de grau menor ou igual a s, com
coeficientes inteiros.

Observe que Q(f, ..., fm) € um polindémio simétrico nos f;s com coeficientes
inteiros.

Assim, pelo teorema 2.8 existe um polinémio g(#, ..., 0,,) de grau menor ou
igual a s, com coeficientes inteiros, tal que 61, ..., 0,,, sao polinomios simétricos
elementares em f1,..., B, tal que:

QBrs s Bn) = 9(B1, ., Om). (8.16)
Por outro lado, observe que:

91 = c_lcm_l

Oy = c Cm—2

(8.17)

Logo, de 8.15, 8.16 e 8.17, segue-se que Z;”:l PU(B;) é um inteiro divisfvel
por p.
Dessa forma, da igualdade em 8.13, concluimos que:

m

Y F(8)) = pk, (8.18)

j=1

em que, k; é um inteiro cujo valor ¢ irrelevante para nossos propositos.
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Assim sendo, utilizando os resultados obtidos em 8.12 e 8.18, podemos analisar
o lado esquerdo da relagcao em 8.8, em que obtemos:

|kF(0) +;F(ﬂj>| = [k(c’ch + pc’ko) + phi| = (8.19)

\kc®ch 4+ p(c’kok + k1)| = |kc’ch + pK]|,

em que K = c®kok + k1.

Agora, escolhemos o niimero primo p de modo que ele seja maior que k, ¢ e ¢.
Portanto, o inteiro |kc*ch + pK| nao é divisivel por p e, consequentemente, é um
inteiro nao nulo.

Em contrapartida, é necessario fazermos a estimativa do termo Z;nzl €5,
correspondente ao lado direito da relagao obtida em 8.8.

Assim, seja M = max(|51], .., | Bml)-

Logo, para €; definido anteriormente, temos que:

o <2 sl RO 0 <A< 1, (8.20)
p—1)!
Agora, seja N = maz{|R(2)| : |2| < m}. Assim sendo, a relacao em 8.20 nos
fornece que:

15 S
€ < 2M6ML'MP—1NP.
(p—1)!
Como o fatorial domina qualquer exponencial, isto é, lim,, % = 0; para

qualquer A > 0, segue que, para p suficientemente grande, podemos fazer €; <
1

m+l
Logo,
zmje< m__q (8.21)
= T m+1 '

O que caracteriza um absurdo, pois, partimos da relacao em 8.8 e obtivemos
por 8.19 que a expressao do lado esquerdo de 8.8 corresponde a um inteiro nao
nulo, em contrapartida, o lado direito, como vimos em 8.21, é menor que 1.

]

Assim, provamos que 7 é um numero transcendente e, portanto, nao é raiz de
nenhum polinémio com coeficientes inteiros.



Consideracoes Finais

A teoria dos numeros transcendentes teve como pioneiro Joseph Liouville ao
agrupar um conjunto seleto de nimeros, aos quais chamou de nimeros de Liouville,
que foram os primeiros achados transcendentes. Desenvolver essa pesquisa me
propiciou adentrar em um universo da matematica que, até entao, por mim, era
desconhecido. Para isso, precisei me aventurar mais afundo em alguns conceitos de
aritmética, andlise, calculo, varidveis complexas e polinomios simétricos.

Visto que esta teoria ainda apresenta alguns problemas em aberto e questoes
desafiadoras, deixo como sugestao, para futuros trabalhos de conclusao de curso, o
estudo da irracionalidade da constante de Apéry, ((3) =1+ 55 4 55 + 35 + ..., em que
¢ é a funcao zeta de Riemann. Roger Apéry provou a irracionalidade desta constante,
resultado este conhecido como Teorema de Apéry. Todavia, ainda nao se sabe se a
constante de Apéry é um numero algébrico ou transcendente. Outro problema que
caberia futuros estudos seria o estudo da irracionalidade de €”, com r um ntmero
racional, nao nulo.

A titulo de curiosidade, sabe-se que o niimero e™ é transcendente. Todavia, demais
combinagoes entre os niimeros e e 7, como e, 7" e ¢ aguardam por demonstragoes
de sua possivel transcendéncia.

Ademais, este trabalho buscou contribuir com o desenvolvimento teérico do tema
e despertar a curiosidade em futuros novos pesquisadores do assunto.
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