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Resumo

MOREIRA, Larissa Ribeiro, Universidade Federal de Vigosa, agosto de 2022. O
Modelo Epidemiolégico SEIR Aplicado a Covid-19 em Belo Horizonte. Orientador:
Mehran Sabeti.

A pandemia de Covid-19 foi um grande desafio para o mundo e diversas medidas
sanitarias foram tomadas para conter o avanco do virus transmissor. Neste traba-
lho, apresentamos o estudo da biomatematica com foco em epidemiologia e mais
especificamente o modelo continuo compartimental SEIR de equacoes diferenciais e
como ¢ feita sua aplicacao no estudo da Covid-19 para a dinamica de transmissao da
doencga na cidade de Belo Horizonte, capital de Minas Gerais, durante o primeiro
ano de pandemia. O estudo ¢é feito a partir da anélise de estabilidade dos pontos de
equilibrio do sistema de equagoes diferenciais, para fazer a sua interpretacgao bioldgica.

Posteriormente, serao apresentadas simulagoes numéricas do sistema.
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Abstract

MOREIRA, Larissa Ribeiro, Universidade Federal de Vigosa, August, 2022. How to
Write an Undergraduate Thesis. Adviser: Mehran Sabeti.

The Covid-19 pandemic was a major challenge for the world, and several health
measures were taken to contain the spread of the virus. In this work, we present the
study of biomathematics focused on epidemiology and more specifically the SEIR
compartmental continuum model of differential equations and its application in the
study of Covid-19 transmission dynamics in the city of Belo Horizonte, capital of
Minas Gerais, during the first year of the pandemic. The study is made from the
analysis of stability of the equilibrium points of the system of differential equations,
and making its biological interpretation, and later, numerical simulations of the

system will be presented.
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Introducao

A Epidemiologia é uma &area de estudo sobre a dinamica de doengas em uma
comunidade. Este estudo ¢ feito levando em consideracao as principais caracteristicas
tanto da doenca quanto da populacao analisada. Estes estudos sao de grande
importancia, pois muitas vezes fornecem estratégias para que medidas sanitarias
sejam tomadas para combater uma infeccao.

As pesquisas relacionadas ao processo de transmissao de uma
doenca véem despertando o interesse de diversos pesquisadores,
para que possam contribuir na compreensao e no controle de
doengas infecciosas. A Epidemiologia Matematica visa modelar
estas doencas e tem sido uma area de significativo crescimento
nos ultimos anos.[Y]

Neste trabalho, sera apresentado o Modelo SEIR, que é um
) Modelo de Equagoes Diferenciais. Este modelo é do tipo que
Figura 1.1: W. . . o
0. Kermack. [17] cljamamos de compartimental, que COIlSl.Ste 61}1 leldl.I' z? p'opula—

¢ao em grupos de acordo com sua classificacao na dinamica de

transmissao. Os grupos sao de Suscetiveis, Expostos, Infectados e
Recuperados. Este modelo é uma aprimoracao do modelo SIR (Suscetiveis, Infec-
tados e Recuperados) proposto inicialmente por Kermack e McKendrick em 1927
[11], onde supomos que todo individuo recuperado adquire imunidade & doenga no
periodo analisado. No modelo SEIR, a classe dos Expostos foi criada pois notou-se
que algumas doencas possuem um periodo de laténcia consideravel, que poderia
afetar significativamente os resultados obtidos pelo modelo SIR. Este periodo de
exposicao refere-se a individuos que tiveram contato com um infectado, porém ainda
nao desenvolveram a doenca.

Aqui desenvolvemos o sistema SEIR com base em seus pontos de equilibrio, que
sao parametros importantes na analise bioldgica, além disso, utilizamos a solugao
trivial do sistema para encontrar o Numero Basico de Reprodugao, Ry, utilizando
a Matriz de Proxima Geragao [15]. O Ry ¢ uma das ferramentas mais importantes
no estudo da dinamica de transmissao de uma doenga, ele aponta o rumo que a
transmissao tomara, se ird sumir da populacao apdés um tempo ou se ird permanecer
podendo se tornar endémica.
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Para a Covid-19, doenga que surgiu em Dezembro de 2019
na Republica Popular da China, causada por um novo tipo de
coronavirus, que possui sintomas semelhantes a uma pneumonia,
porém, em sua forma grave poderia levar a insuficiéncia pulmonar
podendo causar a morte do individuo infectado, foi observado a
necessidade de considerar o tempo de exposi¢cao ao virus, visto
que apés o contato com um infectado, ainda ha um periodo

razoavelmente grande para que este passe a ser infectado e consiga
Figura1.2: A. G. transmitir a doenca [17].

McKendrick. [14] Por fim, utilizando os parametros apresentados no modelo
SEIR e supondo condigoes iniciais, foram feitas algumas simulagoes
com base nos dados da Covid-19, fornecidos pela Secretaria de Saide de Minas
Gerais, da cidade de Belo Horizonte, capital de Minas Gerais, no primeiro ano de
pandemia [1]. As simulagdes foram feitas no Matlab. Os gréficos mostram como
a doenca se comporta com a mudanca das taxas e como estas taxas influenciam
nas medidas sanitarias a serem adotadas com as informagoes obtidas. A cidade de
Belo Horizonte tornou o uso de mascaras obrigatorios e durante todo o primeiro ano,
incentivou a quarentena permitindo o funcionamento apenas de servigcos essenciais,
como supermercados, farmacias e transporte publico, nao permitindo a abertura
de comércio nem de shoppings. Estas medidas foram tomadas de acordo com o
avanco do virus na cidade e com as recomendacoes da Organizagao Mundial de
Satude. Com as simulagoes realizadas, encontramos um retrato do que aconteceria
se nao houvessem variantes e reinfectados, a doenca se extinguiria rapidamente se
comparada a realidade que vivemos.
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Epidemiologia na Modelagem Matema-
tica

Neste capitulo, serao apresentados conceitos basicos de Epidemiologia para melhor
compreensao do estudo realizado. A seguir, apresentaremos um breve resumo sobre
a historia da Epidemiologia Matemaética, e em seguida serao apresentados modelos
compartimentais e os mais conhecidos, como o modelo SIR (Suscetivel-Infectado-
Recuperado) e o modelo SEIR (Suscetivel-Exposto-Infectado-Recuperado).

2.1 Conceitos Basicos de Epidemiologia

Epidemiologia pode ser definida como a ciéncia que estuda o processo satide-
doenca em coletividades humanas, analisando a distribuicao e os fatores determinantes
das enfermidades, danos a saude e eventos associados a saude coletiva, propondo
medidas especificas de prevengao, controle ou erradicacao de doencas e fornecendo
indicadores que sirvam de suporte ao planejamento, administracao e avaliagao das
acoes de saide [15].

Com o avanco da tecnologia e estudos relacionados a epidemiologia, diversos
pesquisadores desenvolveram modelos que pudessem interpretar estes padroes e até
prever situacoes com base nos resultados. Este estudo é denominado Epidemiologia
Matematica e esta area tem sido de grande importancia nas tltimas décadas em todo
o mundo.

Ao estudarmos epidemiologia matematica voltada para modelos epidemiol6gi-
cos continuos, temos como principal objetivo descrevermos de forma quantitativa
a situacao estudada e fornecer dados epidemiolégicos como taxa de transmissao,
reprodutividade basal e taxa de mortalidade.

Para tal estudo, precisamos definir alguns conceitos epidemiolégicos basicos, sao
eles:

coeficiente de morbidade: medida de ocorréncia de uma doenca em uma determi-
nada populacao durante um certo intervalo de tempo;

coeficiente de mortalidade: medida da ocorréncia de 6bitos em uma populacao
em determinado intervalo de tempo;

coeficiente de transmissao: é a taxa de novas infecgoes quando todas as pessoas
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contatadas sao suscetiveis, como ocorre no inicio de uma epidemia;

compartimentos: sao os grupos nos quais estao contidos os individuos de acordo
com sua caracteristica fisiolégica;

contatos adequados: quando um individuo suscetivel torna-se infectado ou in-
fectante devido a um contato com caracteristicas especificas com um individuo
infectado;

doencga endémica: sao aquelas que estao sempre presentes na populagao com
determinada frequéncia e permanecem estaveis ao longo do tempo;

doencas contagiosas: sao doencas infecciosas que podem ser transmitidas de
pessoa para pessoa;

doencas infecciosas: sao disturbios fisiologicos causados por organismos tais como
bactérias, virus, fungos, parasitas, etc;

epidemia: pode ser descrita como a manifestagao coletiva de uma doenca que se
espalha rapidamente, atigindo uma quantidade grande de pessoas em determinada
comunidade;

hospedeiro: ser vivo que abriga e/ou nutre um organismo, seja este parasita ou
nao;

imunidade: é o estado de resisténcia a uma doenca, geralmente esta associado a
presenca de anticorpos contra aquele agente especifico, podendo ser temporaria ou
nao;

incidéncia: quantidade de novos casos de uma determinada doenga em uma
comunidade em um certo intervalo de tempo;

infeccdo: permanéncia e desenvolvimento de um microrganismo estranho (virus,
bactérias, fungos ou parasitas) no organismo, que pode causar doengas e alteragoes
patoldgicas, podendo ser de grau leve a um grau de gravidade maior;

infectado: individuo que contraiu uma doenca infecciosa;

infectante: individuo que possui a doenca e além disso, é capaz de transmiti-la;

numero de reproducdo bdsico: é o nimero médio de individuos infectados por
cada individuo infectado quando uma doenca é introduzida numa populagao;

periodo de incubagao: intervalo de tempo entre o momento da infeccao e o
surgimento dos sintomas do individuo infectado;

periodo de infeccdo: intervalo de tempo em que o individuo esta com a doenca
e também é capaz de infectar individuos suscetiveis, geralmente ocorre logo apés o
periodo de incubacao.

recuperados: aqueles que adquirem imunidade a doenca;

suscetiveis: aqueles que nao possuem a doenca;

2.2 Historia da Epidemiologia

As doencas infecciosas vém acompanhando a vida humana ao longo de toda
sua histéria, algumas dessas doengas devastaram paises e até continentes.|[16] Estas
doencas, sao aquelas causadas por microrganismos, como bactérias, virus, parasitas
ou fungos, podendo ser transmitidas entre pessoas e também entre animais e pessoas,
que sao as chamadas zoonoses. Ao logo dos séculos, algumas doencas infecciosas
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causaram milhoes de mortes, algumas sao transmitidas até hoje, inclusive existem
epidemias de algumas delas até hoje.

Uma das mais antigas registradas, ficou conhecida como Peste, causada pela
bactéria Yesinia pestis, transmitida a partir do contato com pulgas de rato, esta entre
as doencas que mais mataram na historia. Surgiu no ano de 541 d.C., e estima-se
que matou cerca de 10.000 a 15.000 pessoas por dia durante a Era Justiniana. Esta
doenga teve varios episodios, tendo desaparecido e surgido varias vezes e em varios
locais diferentes. A quantidade de mortes exata nao é conhecida, e é estimada entre
75 e 200 milhoes durante a histoéria.

A Variola é considerada uma das doengas mais devastadoras da historia e também
a primeira doenga causada por virus a ser erradicada.[20] Causada por um virus do
género ortopoxvirus, da familia pozviridae, era transmitida por inalacao de goticulas
contaminadas, que ficam suspensas no ar por alguns minutos. Ha registros que
confirmam a existéncia da doenga no Egito, no século IIT a.C.[12] Ela foi trazida para
a América por volta de 1520 pelos europeus, chegou ao Brasil em 1563. Durante
todos esses séculos, estima-se que a Variola matou entre 300 e 500 milhoes de pessoas.
A vacina foi criada no século XVII por Edward Jenner, e foi a principal medida de
prevencao. No ano de 1977, foi registrado o ultimo caso de variola da histéria. Em
1980, foi considerada erradicada em todo o mundo. Em maio de 2022, um novo
surto de um virus da mesma familia da Variola surgiu no continente africano. A
doenca, uma zoonose chamada de Variola dos Macacos, é causada por duas cepas,
uma na bacia do Congo na Africa Central e uma na Africa Ocidental, esta dltima
tem tido casos menos graves em comparacao com a cepa da bacia do Congo de acordo
com a Organizagao Mundial de Satde.[22] O modo de transmissao é pelo contato
com sangue e fluidos comporais de um infectado. Até julho de 2022, ainda nao foi
desenvolvido nenhum tratamento especifico para a doenca, e o tratamento consiste
no controle dos sintomas até desaparecerem em cerca de 3 semanas [22].

A Gripe Espanhola foi uma doenga que surgiu em 1918-1919, em meio ao fim
da Primeira Guerra Mundial, causada pelo virus Influenza A do tipo HIN1. Foi
considerada a pandemia mais severa da histéria, e matou cerca de 20 a 40 milhoes
de pessoas [12]. Este tipo de virus circula até os dias atuais, e existe vacina anual,
ainda assim, mata cerca 500 mil pessoas por ano.

Ao longo dos séculos, se tornou necessaria a criacao de
uma area de pesquisa que estudasse os padroes dessas doencas,
que eram observados por cientistas. Ha mais de 2.000 anos,
Hipocrates observou que alguns fatores ambientais influen-
ciavam na ocorréncia de algumas doencas, porém, estudos
foram feitos em larga escala com a populagao humana, apenas
no século XIX. Este pode ser considerado o ponto inicial da

Epidemiologia, tendo como marcos principais os achados de
Figura 2.1: Hipécra- John Snow (1813-1858), de que o risco de contrair célera na
tes. [3] cidade de Londres, estava diretamente relacionado ao consumo

de agua proveniente de uma certa companhia. As descobertas

de John Snow, foram apenas o inicio de uma area que pesquisa os aspectos mais
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abrangentes dentro de uma populacao, incluindo processos fisicos, quimicos, politicos,
ete.[7]

2.3 A Covid-19

Em dezembro de 2019, na cidade de Wuhan, na Republica Popular da China, houve
a notificacao do surgimento de um novo tipo de coronavirus, que estava causando
sintomas semelhantes a pneumonia. Ainda no fim de dezembro, a Organizagao
Mundial de Satde (OMS) foi notificada sobre o surgimento deste novo virus, e em
janeiro ele foi nomeado de 2019-nCov.

Ainda em janeiro, a cidade de Wuhan declarou a réapida transmissao deste virus
como sendo um problema de interesse mundial. Em fevereiro a doenca recebeu seu
nome oficial, Covid-19, e ainda neste meés, declararam a primeira morte decorrente
dela.

Nos primeiros meses, muitas dividas foram levantadas com relagao ao modo como
a doenca se espalharia pelo mundo, e em marco de 2020, a OMS declarou o estado
de pandemia mundial, apresentando medidas sanitarias bésicas para contencao do
virus, dentre elas, o uso de mascaras em piblico e o isolamento social.

A Covid-19 é transmitida principalmente por meio de goticulas de saliva infectadas
com o virus, que sao inaladas por individuos suscetiveis a doenca. Apods essa
contaminagao, ha o periodo de incubacao, que pode durar de 2 a 14 dias, até o
surgimento dos primeiros sintomas, que incluem, tosse, espirro, febre, coriza, dor
de garganta, se assemelhando muito a um resfriado comum, podendo evoluir para
sintomas mais graves, como o comprometimento dos pulmoes, causando dificuldade
para respirar, e muitas vezes sendo necessaria a respiracao com auxilio de aparelhos
[17].

Até julho de 2022, a Covid-19 ja havia infectado aproximadamente 588 milhoes
de pessoas e causado a morte de 6,43 milhoes em todo o mundo de acordo com o

Our World Data.
2.3.1 Covid-19 no Brasil

O primeiro caso de Covid-19 no Brasil, foi registrado no dia 26 de fevereiro de
2020, no estado de Sao Paulo, e logo em seguida, o governo brasileiro iniciou as
primeiras medidas de contengao da propagacao do virus, e também iniciou o processo
de repatriacao de brasileiros que viviam na cidade de Wuhan, na China. Medidas
como uso de mascaras, lockdown, que consiste em fechar estabelecimentos e proibir
aglomeragoes a fim de diminuir a curva de contagio, foram as principais tomadas no
inicio da pandemia, porém, durante toda a pandemia, a quantidade de novos casos
oscilou muito, abaixando no inicio das medidas sanitarias e aumentando depois de
algumas semanas.

A doenga ja infectou cerca de 33 milhoes de habitantes no Brasil, e passa de 600
mil mortes, até junho de 2022.[7]



Capitulo 2. FEpidemiologia na Modelagem Matemdtica 7

2.4 Modelos Epidemiolégicos

A modelagem matematica foi desenvolvida com o intuito de explicar diversos
fenomenos em diversas areas e situagoes, e os modelos epidemiolégicos foram criados
para que o comportamento de uma determinada doenca em uma populacao pudesse
ser explicada, de forma que pudéssemos supor o comportamento seguinte. Isso é
de suma importancia para que as medidas sanitarias necessarias sejam tomadas de
forma que essa doenca possa ser contida da melhor forma possivel.

No estudo de modelos epidemiolégicos, nos deparamos com dois tipos principais
de modelos, os deterministicos, que serao o foco deste trabalho, e os estocaticos, que
sao modelos voltados para caracteristicas probabilisticas.

2.4.1 Modelos Estocaticos

Estes modelos sao utilizados frequentemente quando o grupo remoto de individuos
¢ infectado, e utiliza principalmente a andlise de variagoes em dados estatisticos, e as
solucoes encontradas por modelos deste tipo sao expressas em termos de probabilidade.
Este tipo de modelo trata a transmissao de uma determinada doenga como sendo
um fenémeno probabilistico [1].

2.4.2 Modelos de Equagoes Diferenciais Ordinarias

O modelo fundamental no estudo da Modelagem Epidemiolégica é o modelo SIR
(S - Susctiveis, I - Infectados, R - Recuperados), que foi apresentado pela primeira vez
por A. G. McKendric (1876-1943), (médico escocés que estudou os comportamentos
da maléaria em Serra Leoa, um pais da Africa Ocidental, da disenteria e da raiva
na India), e por W. O. Kermack (1898-1970), (um quimico escocés). Juntos, eles
publicaram um artigo em 1927 que apresentava o estudo feito com os resultados com
base no modelo desenvolvido por eles [11]. Este tipo de modelo divide a populacao
em grupos, chamados de compartimentos, e com a evolugao da doenca, os individuos
mudam de compartimento, sendo que estes nao podem ocupar dois compartimentos
a0 mesmo tempo.

O modelo compartimental que serd apresentado para descrever a Covid-19, é
chamado SEIR (S - Suscetivel, E - Exposto, I - Infectado, R - Recuperado), este possui
um compartimento a mais, que foi adicionado para representar o que chamamos
frequentemente de periodo de laténcia de uma doenca, que é aquele em que o individuo
ainda nao é capaz de transmitir a doenca. Ele serd apresentado no capitulo a seguir.

Os modelos que chamamos atualmente de compartimentais consistem na divisao
da populacao em compartimentos. Os individuos considerados sao divididos nesses
compartimentos com base em suas caracteristicas fisicas e epidemioldgicas em relacao
a determinada doenca. Estes compartimentos sao disjuntos, ou seja, um individuo
nao pode estar em mais de um compartimentos ao mesmo tempo.

O modelo bésico no estudo da epidemiologia é o SIR, este modelo possui trés
compartimentos sendo eles:

i) suscetiveis: sao aquele individuos que nao possuem imunidade & doenga, entao
estao suscetiveis a infecgao;
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ii) infectados: sao individuos que contrairam a doenga e conseguem transmiti-la;
iii) recuperados: sao individuos que adquiriram imunidade a infecgao.

Quando desejamos estudar a dinamica de transmissao de uma doenca infecciosa,
devemos analisar suas caracteristicas. Por exemplo, ao estudarmos a dinamica basica
de transmissao da AIDS (Acquired Immunodeficiency Syndrome) que é causada pelo
virus HIV (Human Immunodeficiency Virus) levamos em conta que nao existem
recuperados para esta doenca, logo possuimos apenas dois compartimentos, suscetiveis
e infectados. Este modelo bésico é chamado de SI.

O objetivo deste trabalho, é descrever o comportamento da Covid-19 com base em
modelos deterministicos de Equagoes Diferenciais Ordinarias. Ao estudarmos a Covid-
19, levamos em consideragao diversos fatores na dinamica de transmissao, e como
principais caracteriticas temos que inicialmente toda a populacao era considerada
suscetivel, visto que ainda nao havia imunidade para esta doenga, apds o contato com
o virus, ha um periodo de incubagao, que pode durar de 2 a 14 dias que é o tempo
que pode levar para um individuo desenvolver os sintomas. Apds o desenvolvimento
dos primeiros sintomas, este sera considerado infectado, a infeccao dura em geral
duas semanas, podendo deixar sequelas como tosse, perda de olfato e paladar e até
sequelas mais graves como insuficiéncia pulmonar.

Como para a doenga analisada neste trabalho temos um periodo de incubacao
consideravel, trabalharemos com o modelo SEIR. Este possui um novo compartimento
representado pela letra E, e chamamos este de expostos, que sao aqueles individuos
que estao em periodo de incubacao apds terem sido expostos ao virus.

2.5 Conceitos Biologicos

Ao desenvolver um modelo epidemiolégico para uma doenga, queremos descrever
da forma mais préxima possivel de uma situacao real, a relacao hospedeiro-parasita.
Quando estamos a modelar uma doenca, ¢ indispensavel o conhecimento de conceitos
biologicos, como a forma de transmissao, se ela é direta ou indireta, os sintomas
causados, as possibilidades de recuperacgao, o tempo em que o individuo fica doente,
se é possivel adquirir imunidade ou se ao fim da infeccao, voltam a ser suscetiveis.
Quando tratamos de doencas de transmissao direta, falamos de doencas em que
uma pessoa do compartimento de suscetiveis tem contato com o agente causador
da doenca e logo torna-se infectado. Doencas com caracteristica de transmissao
indireta, é necessario mais de um veiculo transmissor, como por exemplo a dengue e
a leishmaniose que necessitam de um inseto para transmitir o patégeno causador.

A Covid-19 é causada por um virus. A principal forma de transmissao é o contato
com as goticulas de saliva de um infectado que é considerado um contato adequado
direto para a transmissao do virus, e isto explica porque é necessario o distanciamento
social e o uso de mascaras de protecao. Apods o periodo exposto ao virus, o individuo
passa a ser contagioso, ou seja, passa a transmitir a Covid, podendo ser sintomético
ou nao. Ao se tornar infectado, o organismo produz anticorpos para combater este
virus até curd-lo. Apos este periodo, a pessoa deixa de ser infecciosa, ou seja, deixa
de transmitir a doenca e passa a fazer parte do compartimento dos recuperados.
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Quando alguém do compartimento de infectados, que portanto consegue transmitir
a infeccao, entra em contato com alguém do compartimento de suscetiveis, este se
torna exposto, podendo posteriormente se tornar infectado também. Isto se refere
a um parametro chamado taxa de contato, e representa a quantidade de vezes que
um individuo infectado entra em contato com individuos suscetiveis em determinado
intervalo de tempo, chamaremos esta taxa de A. Esta taxa depende diretamente
do estilo de vida da populagao considerada, pois ha diversos fatores que podem
influéncia-la, como por exemplo: espaco considerado, o convivio entre os individuos,
fatores genéticos e a densidade demografica, visto que o contato entre pessoas em
uma regiao com a densidade demografica alta é muito maior que em zona rural onde
muitas vezes, temos casas e sitios muito afastados. No caso da Covid-19 temos um
fator muito relevante, o distanciamento social, que foi uma medida tomada no mundo
inteiro para diminuir a transmissao do virus. Sendo assim, podemos considerar dois
pontos importantes:

e caracteristicas do convivio social da populacao observada;
e 0 quao infeccioso o agente causador é.

Para saber o quao infeccioso o agente causador é, consideramos a probabilidade
¢ de haver infec¢ao na populagao observada, e junto com a taxa de contato A vao
representar a possibilidade de infectados contaminarem individuos do compartimento
dos suscetiveis. Essa capacidade é dada por ¢\, porém, precisamos levar em conta
que individuos infectados, sé podem transmitir a infeccao para individuos suscetiveis,
logo, precisamos considerar a porcentagem de individuos suscetiveis em relacao a
populacao total, entao representamos essa capacidade de infecgao por:

S
o> (2.1)

onde S é a parte suscetivel da populacao e T é a populacao total:

T=S+I+R (2.2)

Chamamos a expressao 2.1 de razao da infeccao, e entao podemos dizer que o
numero de novas infecgoes em funcao do tempo, pode ser escrito como:

S(t)

I, = gbt)‘T(t)

I(t) (2.3)

Quando esta taxa de contato é proporcional a populacao total considerada, ou
seja, A = kT com k sendo um ntmero real e positivo, podemos escrever a taza de
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incidéncia como sendo:

SS(H)I() (2.4)

onde § é o coeficiente de transicdo, dado por § = ¢k. Este parametro 9, em geral,
¢ mais descritivo do que a razao de infeccao, visto que acompanha mudancas na
populacao, como por exemplo, se a populagao cresce, consequentemente a taxa de
contato também crescera enquanto que se a populagao diminui, a taxa de contato
tende a cair também. Porém, se considerarmos a taxa de contato sendo constante,
isto é kT = k1, k; € R, a taxa de incidéncia sera:

AST
T

onde A = ¢k; é a incidéncia padrao.

Nessa descrigao tratamos a probabilidade de um individuo suscetivel se tornar
infeccioso apds entrar em contato com um infectado, como sendo a mesma para
todos, portanto, nao tratamos de casos em que a populagao toma medidas sanitarias
contra a doenca, como distanciamento, uso de medicamentos ou produtos que evitem
a transmissao.

2.6 O Modelo SIR

No estudo epidemiologico com base em modelos compartimentais, em geral, nos
deparamos com doencas que conferem ao individuo recuperado, imunidade, sendo as-
sim, pelo menos no periodo analisado, nenhum individuo volta para o compartimento
de suscetiveis. Para este tipo de doenca, temos um modelo epidemiolégico basico,
chamado STR (S - Suscetivel, I - Infectado, R - Recuperado), neste modelo temos
que S >0, I >0, e R> 0, além disso, como falado anteriormente T'= S + I + R,
onde T é a populacao total. Para este modelo temos o seguinte sistema de equagoes

diferenciais:
(dS _
G = —BST
G =BSI—~I (2.5)
dR __
\ dt fYI

onde 8 é a taxa de infeccao e v € a taxa de recuperagao.

Podemos representar o modelo SIR com a figura abaixo:

O esquema acima demonstra os compartimentos que os individuos estao em cada
estagio da doenca, considerando uma doenca em que o individuo adquire imunidade
apoés se recuperar da doenga. Primeiramente todos sao suscetiveis, em seguida, a
doenca ¢ inserida na populagao e alguns individuos passam a ser infectados, o que
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S — | |— R

Suscetiveis Infectados Recuperados

Figura 2.2: Fonte: Elaborada pelo autor. Esquema da dinamica de
transmissao para o modelo SIR.

possibilita que eles transmitam a doenca para os suscetiveis, apos um tempo, estes
se recuperam da doenca e vao para o compartimento dos recuperados, adquirindo
imunidade.

Este é o modelo compartimental mais basico e normalmente é utilizado para
doencas que nao possuem tempo significativo de exposicao e os individuos recuperados
adquirem imunidade e nao voltam ao compartimento de suscetiveis, como a Catapora
[6]. Quando analisamos doengas mais complexas, que possuem caracteristicas que
podem afetar os resultados do sistema, estas devem ser levadas em consideracao
como periodo de laténcia, imunidade temporaria, entre outras, necessitamos de um
modelo mais elaborado. Neste trabalho, utilizaremos o modelo SEIR, visto que a
COVID-19 possui um periodo de laténcia consideravel.

2.7 O Numero Basico de Reproducao, o R

Este nimero, também chamado de reprodutibilidade basal, é considerado um
importante valor no estudo de modelos epidemiolégicos. Este nimero representa a
quantidade de individuos infectados por cada individuo infectado previamente, ou
seja, representa para quantas pessoas um infectado consegue transmitir a doenca.

Quando uma nova infeccao surge em uma populacao, o niimero bésico de re-
produgao ¢ calculado diversas vezes ao longo da epidemia, e pode ter as seguintes
interpretacoes:

e se Ry > 1, a infeccao tende a crescer na populagao, pois um infectado é capaz
de transmitir para uma quantidade de pessoas suscetiveis maior que um;

e se Ry < 1, ainfecgao tende a diminuir na populacao, podendo extinguir-se, visto
que um individuo nao consegue transmitir para uma quantidade de pessoas
suscetiveis maior que um.

Como nao existe uma forma unica de calcular o Ry, depende das caracteristicas
de cada doenca para determina-lo, e um parametro importante a ser considerado ¢ a
taxa de contato A\ e por consequéncia, a capacidade de infectar novos individuos num
determinado intervalo de tempo apods contatos com individuos da populagao, este
intervalo de tempo é escolhido de acordo com o modelo e a doencga, podendo ser dias,
semanas, meses e até anos. Outros fatores também podem influenciar na taxa de
reproducao bésica, como a taza de mortalidade pela infeccao que chamaremos de g,
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e a taxa de recuperacao . Estas taxas devem ser levadas em consideracao visto que
se a taxa de mortalidade de uma doenca é muito alta, os individuos provavelmente
nao ficaram doentes por muito tempo, ou seja, o periodo médio de infeccao sera
curto enquanto que se o contrario acontece, isto é, a taxa de recuperacao é alta, e a
mortalidade é baixa, o tempo médio em que as pessoas ficarao doentes sera maior.

A partir do valor encontrado para a reprodutibilidade basal, varias medidas
sanitarias podem ser tomadas para diminuir a taxa de novas infecgoes e consequente-
mente, diminuir o valor de Ry. Ao longo dos séculos, a espécie humana sofreu com
diversas epidemias e algumas pandemias, e mesmo em tempos mais antigos, com
menos tecnologia e a falta de acesso a informacao, algumas medidas ja eram tomadas
para evitar o avanco de novas infecgoes. A Peste Negra é um exemplo, a doenca que
causou milhares de mortes e matou mais de % da populacao da Europa, foi evitada
com a quarentena que é uma medida sanitaria comum até hoje para evitar o contato
entre individuos infectados com suscetiveis [16]. A Gripe Espanhola, que assolou o
mundo apds a primeira guerra mundial, no ano de 1920, foi causada por um virus
e matou cerca de 50 milhoes de pessoas, teve como medida sanitaria adotada, o
uso de mascaras de protecao, que também é uma medida adotada atualmente para
prevencao de doencas que podem ser transmitidas pelas vias respiratérias. Para
evitar a transmissao da dengue pelo mosquito aedes aegypti, todos procuramos nao
deixar que este se reproduza, e isso ocorre tomando medidas como evitar agua parada
tanto em quintais como em terrenos baldios. Sendo assim, vemos que é comum adotar
praticas contra o crescimento de infecgoes quando esta é notada, e isto normalmente
é feito a partir do niimero basico de reproducao, pois ele esta diretamente relacionado
ao curso que a doenga tragard apds ser introduzida em determinada populacao.



O Modelo SEIR

Quando modelamos uma doenca, analisamos as principais caracteristicas para
tentar encontrar um padrao. Em algumas delas, existe um periodo de incubagao
consideravel, este periodo consiste no intervalo entre o primeiro contato com o agente
transmissor e o inicio dos sintomas. No caso da Covid-19, ja se sabe que o virus pode
ficar incubado por até 14 dias apds o primeiro contato, este serd o tempo considerado
neste trabalho. Este periodo também pode ser chamado de periodo de laténcia ou de
exXposicao.

Quando estudamos uma doenca que possui esta caracteristica, ou seja, que possui
um periodo de incubacao relativamente longo e que pode afetar os resultados quando
obtidos pelo modelo STR, adicionamos uma nova classe a este modelo, a classe F,
que é o compartimento onde estao os individuos que foram expostos ao agente e
que ainda nao desenvolveram os sintomas e nao sao capazes de transmitir a doenca.
Este novo modelo obtido é chamado de SEIR, onde a populacao total é dada por
T=S+FE+1+R.

S |—| B |— — R

Suscetiveis Expostos Infectados Recuperados

Figura 3.1: Fonte: Elaborada pelo autor. Esquema da dinamica de
transmissao do modelo SEIR.

Para este sistema de equacoes diferencias, precisamos supor algumas condicoes
para limitar a quantidade de variaveis, sao elas:

i. todos os individuos nascem suscetiveis;

ii. o tamanho da populacao é constante, logo, a taxa de natalidade e a taxa de
mortalidade sao iguais;

iii. imigracao e emigragao serao desconsideradas;

iv. todos os individuos tém a mesma chance de se infectar;

13
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v. os individuos infectados que se recuperam ganham imunidade e vao para o
compartimento de recuperados.

3.1 A Matriz de Préoxima Geracao

O modelo a ser estudado é um sistema autonomo de equacoes diferenciais e neste
estudo, temos o objetivo de analisar o comportamento da doenga a partir de alguns
parametros. Inicialmente, devemos definir alguns pontos para diferenciar individuos
infectados dos nao infectados.

Consideremos que a populagao estudada é heterogenea, porém, podemos agrupa-la
em n compartimentos homonogéneos. Seja,

X = .fC(t) = (1’1,1'2, o 7:Cn>7

com cada coordenada x; = x;(t), representando a quantidade de individuos do com-
partimento ¢, 1 <1i < n onde x;(t) > 0 para todo t > 0, visto que se trata de uma
populacao. No modelo SEIR a ser estudado, iremos considerar duas categorias de
individuos infectados: expostos, que sao aqueles que tiveram contato com o agente
transmissor por meio de um individuo infectado e infectantes, que sao aqueles que de-
senvolveram a doenca apds o contato e sao capaz de infectar outros individuos, e estas
categorias serao ordenadas da seguinte forma: = = x(t) = (zg(t), x/(t), zs(t), zr(t)).

Consideremos um conjunto X, como sendo o conjunto de todos os estados
livres de doenca, ou seja, um cenario onde nao existem individuos infectados. Pela
ordenacao apresentada acima, as coordenadas do vetor x € X, devem corresponder
as populacoes de individuos infectados, que no estado livre de doenca, sao nulas,
logo:

X =A{z(t) = (x1(t), za(t),- - - ,zn(t)) tal que z;(t) =0,i=1,--- ;m;m < n},

Aqui, se torna necessario a distincao entre novas infeccoes das outras mudancas
de compartimento da populacao. No modelo SEIR aqui estudado, novas infecgoes
dependem apenas do fluxo de individuos do compartimento de suscetiveis para o
compartimento de expostos. Quando um individuo sai do compartimento de exposto
para infectado, representa apenas uma evolugao da doenca, nao contribuindo para
novas infecgoes.

Seja Fi(x) a taxa de surgimento de novas infec¢oes no compartimento i e V;"(z)
a taxa de transferéncia de individuos para dentro do compartimento ¢ vindo de
outros compartimentos e V; (x) a taxa de remoc¢ao de individuos do compartimento i.
Cada uma dessas funcoes é de, pelo menos, classe C'!. Entao associamos ao sistema
compartimental o sistema de equagoes diferenciais:

dx i
dt

=fi=Fi(x) = Vi(x),1=1,--- n

onde V;(z) =V (z) — V" (2).

(2
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Definimos também:
F(z) = (Fi(z), Fao(x), -+ Fulz)) e V(z) = Vi(z)Va(z), -+ Va(2))

Podemos escrever o sistema da seguinte forma:

dx
o = f@) =Flz) = V() (3.1)

onde f: D C R* — R", f(x) = (fi(x),f2(x), -+ ,fu(x)) e f € CL

Defini¢ao 3.1 (Ponto de Equilibrio Livre de Doencga): Um ponto de equilibrio
do sistema 3.1, denotado por Fy, é dito Ponto de Equilibrio Livre de Doenca, se
pertence ao conjunto Xj.

Definiremos agora algumas premissas para adequar o modelo para descrever o
comportamento de uma doenca, considerando algumas caracteristicas da doenca.
Estas sao as premissas do modelo [21].

Todas as fungoes F;, V;", V. sao nao negativas, pois representam transferéncias
de individuos entre os compartimentos. Logo:

(A1) Considerando o vetor x > 0, temos F;, V;", V; > 0 parai=1,--- n.

Se um compartimento é vazio, nao pode haver trasnferéncia de individuos para
fora desse compartimento por nenhum meio. Entao,

(A2) Se x; =0, entdao V; = 0, em particular, se x € X, entdo V; = 0 para todo
i=1,-- m.

A incidéncia de infeccao para compartimentos nao infectados é zero, logo:
(A3) F; =0 parai > m.

Uma condicao necesséria aqui, é que o conjunto X seja invariante, isto significa,
que uma vez que a populagao esta livre da doenca, ela permanecera livre da doenca,
isto vale também, quando a populacao se recupera da doenca. Entao, nao havera novas
infecgoes nem imigracao de individuos infectados para os primeiros m compartimentos.
Dessa forma:

(A4) Se x € X,, entao F;(z) =0e V' (z) =0 para todoi = 1,--- ,m.

Agora, consideremos o sistema 3.1. Suponhamos que o sistema tenha um ponto
de equilibrio do tipo Ey,, que seja isolado, e que as primeiras m coordenadas sao nulas,
ou seja, 2 = (0,0,---,0,20 1,x) 5, -+ ,2h). No geral, o sistema 3.1 é néo-linear,
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mas é quase linear, entao consideremos o sistema linearizado abaixo, que aproxima o
sistema 3.1, numa vizinhanca do ponto de equilibrio z° apresentado:

dx 0
X Df) e~ ) (32

Temos que D f(2°) = {%(xo)}, 1<i<n,1<j<n,éamatriz jacobiana da
J

funcao f em 2°.

Sendo assim, conseguimos restrigir o sitema para uma vizinhanga do ponto Ep,
onde nao ha novas infecgoes ou estas podem ser desprezadas. Isto nos da a premissa

Ab:
(A5) Se F(x) é nulo, entao todos os autovalores de D f(z() tém parte real negativa.

Estas premissas apresentadas nos permitem encontrar uma particao da matriz
D f(xo) em blocos. Os lemas apresentados a seguir demonstram este fato.

Para as demonstracoes dos lemas, recordemos que a derivada parcial de uma
fungdo f; : D C R™ —» R, em relagao & coordenada x;, em um ponto z°, é dada por:

e 53)

onde e; é o j-ésimo vetor da base canonica de R".

Lema 3.1 Se 2° é um ponto de equilibrio livre de doenca isolado de 3.1 e a funcio
f =F — V satisfaz as condigoes Al, A2, A3 e A4, entao a matriz DF(xy) tem uma
particao em blocos da forma:

(3.4)

DF(z°) = [F 0}

0 O

oF;

em que F' é uma matriz quadrada de ordem m, definida por F' = {%(xo)] , onde os
J

indices sao 1 <17, j <m e m < n. Além disso, ' é uma matriz tal que todas as suas
entradas sao nao-negativas.

Demonstragao.

0

Se 2% é um ponto de equilibrio livre de doenca, 2° € X, logo, tem suas m

o 5000 0 0 0
primeiras coordenadas nulas, onde m < n, entao z° = (0,0, -+ ,0,2), 1,20, 19, " ,Ty).

OF;
Ox;

(i) Podemos tirar da condigdo A3 que F; =0, i > m, logo, (2°) = 0, para todo

1 > m e para qualquer que seja o indice j.

(ii) Consideremos o e; como sendo o j-ésimo vetor da base canonica de R" e
consideremos também a derivada parcial da funcao coordenada F; : D C
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R"™ — R, com relagao a coordenada z; no ponto de equilibrio livre de doenga
20 para o indice j tal que m+1 < j < n. Uma vez que z° tem suas m primeiras
coordenadas nulas, pela definicao de derivada parcial 3.3, %(mo) sera dada
pelo seguinte limite:

lim
h—0

(E((O’... 7071‘971—}—17... ,x? _i_h’... 7'%.97,)) _‘E(O’. 7O7x2n+1’... ’x?’... 7:[;97,))

Contudo, da condi¢ao A4, F;(z°) = 0, para 1 < i < m. Logo, ‘gf; (2°) = 0, para
todo1 <i<mel<j<n.
OF,

(iii) Por 3.3 e pela premissa A4, para as derivadas parciais 87?@0) para os indices
J

1<i1<mel <5 <m, temos:

lim (E((O,... 0,0,0, 0,20 - 22)) — Fi (0, 0,20, 735?7...362))
h—0+ h

0F; o O F0, by 0,20, 20)

o, (a7) = lim ; (36)

Neste caso, o limite deve ser calculado apenas a direita devido ao dominio da

funcao.
OF;

0 z .
o (z) > 0, para os indices

De 3.6 e Al, temos que as derivadas parciais
1<i<mel<j<m.

Entao, segue dos itens (i) e (ii):
0 0

DF(a0) = {F 0]

com F = {37]:;(370)], 1<i,j <mem<mn. Do item (iii), segue que a matriz F' tem

todas as suas entradas nao-negativas.
|

Lema 3.2 Se 2° ¢ um ponto de equilibrio livre de doenca isolado de 3.1 e a funcio
f = F —V satisfaz as condicoes Al, A2, A3, A4 e A5, entdao a matriz dada por
DV(z°) tem uma partigao em blocos da forma:

(3.7)

DV(IL‘O):{Z 3”
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onde V' é uma matriz quadrada de ordem m, definida por V = [grj

(:UO)] em que os

indices 1 <1, j <m e m < n. Além disso, V' é invertivel e todos os autovalores das
matrizes V' e W tém parte real positiva.

Demonstragao

Consideremos 2" um ponto de equilibrio livre de doenca, isolado. Como 2° €
0 _ 0 0

Xsa T = (07 T ,O,l’m+1, T ,l’n)

Primeiro, temos:

(i) Da expressao da matriz jacobiana, e considerando as premissas A2 e A4, temos:

V(xo):V-_(xO)—V;“(xO)zo,1§2’§mem+1§j§n‘

(2

Portanto, %(wo) =0, paral<i<mem+1<j<n.
J

Segundo, vamos analisar os indices.

(i) Sejal <i<mel<j<m,comiz#j. Com isso, a i-ésima coordenada do
vetor 2% + he; é nula e pela premissa A2, V; = 0. Pela premissa A4, para

2 € X, V" =0 para 1 <4 < m. Assim, a derivada parcial é dada pelo limite:

h

~ = =
<(Vf—"i+) o, 0 000, B 00000 a0 —(vi‘—vi*)(o,---,o,momﬂ,---,xg?,--z,xﬂ))

Segue da premissa Al e de 3.7, que %(mo) < 0, para todo 1 < 57 < m e
1<j<m,i#j.

Para o caso em que ¢ = j, nao conseguimos garantir que V; é nulo. Se isto ocorre,
a;
ox;
individuos no compartimento %.

(2°) vai depender dos fluxos de entrada e retirada de

o sinal da derivada parcial
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Entao concluimos que a matriz V = {gi ({E()):|, para 1 < i, 7 < m, tera suas

entradas menores ou iguais a zero, exceto aquelas que estao na diagonal principal.

Em terceiro temos:

(iii) Queremos mostrar que a matriz V' é invertivel. Note que todos os autovalores
dessa matriz tém parte real positiva. Pela premissa A5, podemos supor que,
uma vez que estamos na vizinhanca de um ponto de equilibrio livre de doenca,
nao havera reinfeccao. Nessa situacao, estamos considerando F' nulo e a
dindmica do sistema 3.2, numa vizinhanca de um ponto de equilibrio z°, é dada
pelo sistema linear:

Vo0

‘;—f:Dwa)(gg—xO):— { U W}[m—xo}

Considerando ainda a premissa A5, temos que os autovalores da matriz D(—V)(z°)
tém parte real negativa. Como a matriz é escrita em blocos, os autovalores da matriz
D(—V)(2") sao os mesmos autovalores da matriz —V e os autovalores da matriz —W.
Sendo assim, as matrizes V' e W tém todos os autovalores com parte real positiva,
consequentemente, as matrizes V e W admitem inversas.

Por fim, apds a analise qualitativa do sistema autonomo 3.1, na vizinhanca de
um ponto de equilibrio livre de doenca, as solugoes se comportam como as solugoes
de um sistema linear, obtido de 3.4 e 3.6:

o) = | T 0 e (3.5)

Com isso, chegamos a definicao da Matriz de Proxima Geragao:

Defini¢ao 3.2 (Matriz de Préxima Geragao) A matriz de Préxima Geragao, de-
notada por MPG, é a matriz quadrada de ordem m, m < n, dada por FV 1. [17]

3.1.1 A Matriz de Préoxima Geracao e o Numero Basico de
Reproducao da Doenca

A Matriz de Préxima Geracao F'V ™!, possui algumas caracteristicas importantes
para o estudo da dinamica de uma doenca, no caso deste trabalho, a COVID-19.
Uma dessas caracteristicas, é que a MPG é uma matriz quadrada em que todas as
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suas entradas sao nao-negativas, além disso, ela possui um autovalor real positivo
que é dominante e um outro autovalor qualquer, real ou complexo, tem seu médulo
estritamente menor ou igual a esse autovalor dominante.

Definicao 3.3 (Raio Espectral de uma Matriz) Seja A = [a;;] uma matriz real
quadrada de ordem n. O raio espectral de A é o nimero real p(A), que é o maximo
valor dentre os modulos dos autovalores da matriz, ou seja:

p(A) = max{|\|, A um autovalor de A}

Logo, p(FV~1) é um autovalor da matriz FV ! e todos os autovalores dessa
matriz tém médulo menor ou igual a p(FV™1).

Seja 2° um ponto de equilibrio livre de doenca do sistema que modelo a transmissao
da doenca a ser estudada, e seja F'V ™1 a Matriz de Préxima Geracdo a ele associada,
por [21], temos:

(i) se p(FV~1) < 1, entdao z° é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente

estavel, isto significa que, numa vizinhanca do ponto de equilibrio 2°, todas as

solucoes do sistema autondmo convergem para

(i) se p(FV~1) > 1, entdao z° é um ponto de equilibrio instével;
Por outro lado,

(iii) se Rg < 1, a doenga tende a ser eliminada ou permanecerd na populagdo em
niveis aceitaveis;

(iv) se Ry > 1 haverd uma epidemia.

Concluimos entao que o Ry é um indicador do limiar epidémico e com este valor
determinado, nos permite uma compreensao da dinamica de transmissao da doenca.

A partir das condigoes (i), (ii), (iii) e (iv), podemos definir a relacao entre a MPG
e o Numero Bésico de Reproducao da Doenca, o Ry < 1.

Defini¢ao 3.4 (Relagao entre MPG e R;) Definimos o Numero Bésico de Repro-
ducao da Doenca, Ry como sendo o raio espectral da matriz F'V !, isto é:

Ry = p(FV™)
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3.1.2 Calculo do R, para a COVID-19

Consideremos os parametros 1 como a taxa de natalidade e mortalidade, 8 sendo
a taxa de infeccao, o como a taxa de exposicao e v a taxa de recuperacao. E temos
também que 0 < p,y <1le > 0.

Sendo assim, podemos definir o modelo SETR:

(4= —BIS —pS

9E — 3S] — nE — oE

dt

(3.9)

%ZO‘E—/LI—’}/]

@ZVI—MR

Este sistema possui dois pontos de equilibrio, que também sao conhecidos como
solucgoes de equilibrio e os chamamos de ponto de equilibrio livre de doencga e ponto
de equilibrio endémico. O primeiro deles é dito solucao trivial do sistema, dado por:

EL = (Sa Eala R) = (170707())

Vamos estimar Ry utilizando o ponto Ep, = (S,E,I,R) = (1,0,0,0). Vamos utilizar
a ordenagao definida anteriormente x = z(t) = (zg(t),z1(t),xs(t),xr(t)). [17]

Seja F;i(z) a taxa de novas infecgdes no compartimento ¢, lembrando que esta
depende apenas do fluxo de individuos suscetiveis, para o compartimento de individuos
expostos. Logo:

f1 pBSI
o1
Ja 0

Seja também, V;(z) a taxa de transferéncia/remogao de individuos do comparti-
mento 1, isto é:

(1 wE + ok
v | | —oE+ul+oI1
V(z) = vs | | —p+BSI+uS

Uy —yI + pR



Capitulo 3. O Modelo SEIR 22

Logo, pelo sistema 3.1, temos:

B -
dt
dal BSI uE + oE
dt 0 —0E + pul +~I1

= Flz) - V(z) = _

s (z) (z) 0 —p+ BST 4+ pS
at 0 —vI + pR
dR

L ar

Vamos calcular as derivadas parciais para encontrar a matriz jacobiana de F(x):

oh _0BsI) _
OF  0E
ofi _9(BSI)
o1 = a1
ofi _9(BSI)
25 = —as M
of _0BsI) _
OR ~  O0R

Ao calcularmos as derivadas parciais de fo, f3 e f, em relacao a E, 1,5 e R, elas
serao nulas, visto que fs, f3 e f4 sao fungoes nulas.
Logo, a matriz jacobiana de F(z) é:

Pl

)

~—

I
oo oo
oo o™
o o o™
oo oo
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Utilizando = = E; = (S,E,I,R) = (1,0,0,0):

0O B 00
00 0O
DF(EL) = 1
00 0O
Pelo Lema 3.1, podemos escrever a DF(FEy) em sua forma reduzida:
F 0
DF(EL) = A1
=g o) (3.11)
0 g
de F' = :
onde { 00 1

Agora, vamos repetir o processo para encontrar a matriz jacobiana de V(z):

v,  O(uE +oFE)

oE 0B M7°
Ovi _ OuE+oE)

or oI B

Ovi _ O(pE +oE) _0

oS 0S B
Ovi _ O(uE +oE) _0

OR OR

Ovy _ O(—aE+ pl + 1)

OE OF

Ovy _ O(—oE+pl++I) N
or ol —h

Ovy _ O(—aE+ pl + 1) _0
2S oS B
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Jua _

OR

8’03

oE

9vy

oI

s _

oS

8’03

OR

Ova
oE

9vs

oI

Ovs

oS

us _
OR

O(—oE + pl +~1)

O(—p+ BSI + pS)

IR =0
O(—p+ BST+puS) 0

OF B
O(—p+ BST+puS)

oI = h5
O(—p+ BSI + pS) 81+

0S

=0

(=L + puR)

(I + pR)

(I + pR)

o(—vI,R)
OR

OR

OF =0

oI

BE =0

Logo, a matriz jacobiana de V(z) é:

w+o 0 0 0
—0 p+vy 0 0
0 BS BI+p 0
0 —y 0 W
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Utilizando = = F;, = (S,F,I,R) = (1,0,0,0):

w+o 0 0 0
—0 w+v 0 0
DV(EL) = 3.12
V(EL) 0 3 00 (3.12)
0 —y 0 u
Pelo Lema 3.2, podemos reescrever a matriz DV(X) na forma reduzida:
Vo0
DYV(z) = 3.13
@= 0wl (3.13
1 0
onde V = [LH_O ¥ } e sua inversa é V! = [ wro )
A ] (pto)(uty)  pty
Portanto, M PG = FV ! &[17]
1 0
MPG:[S g} e 1
(uto)(uty)  pty
_Bo B
MPG = [ (nto)(pty)  pty ] (3.14)
0 0

Temos que o polinémio caracteristico da MPG é dado por p(A) = det(M PG —\1y),
onde I5 é a matriz identidade de ordem 2. Logo:

__Bo N B
p(A) = det [ (()u+ff)(u+7) A ety ] — ( po ] — )\> —A

-\ (1 + o)+

Calculando as raizes do polinomio caracteristico, encontramos dois autovalores:

_ _ Bo
M=0ed =gt
Por fim, pela Defini¢ao 3.4, o Nimero de Reprodugao Bésico é o raio espectral
da MPG:

Bo

(n+ o) +7) (3.15)

Ry =
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3.1.3 Ponto de Equilibrio Endémico

O segundo ponto de equilibrio, dito equilibrio endémico, é encontrado através da
resolucao do sistema, apresentada a seguir:

Considere o sistema 3.9. Para encontrar as solugoes, ou seja, os valores de S, F,
I e R, utilizaremos o método da substituicao, da seguinte forma:

ds
EZM—BIS—MS (3.16)

igualando a zero e isolando I, temos:

—uS
f—BIS—puS=0= —BIS=—p+pu= BIS=p—puS=1= “ﬁ; (3.17)
1-5
[:%-( < ) (3.18)
Repetindo o mesmo processo para %, temos:
dE
EzBIS—,uE—aE (3.19)

temos que SIS = pu — pS, pela expressao 3.19, logo, igualando a zero, fazendo a
substituicao e isolando S, temos:

BIS—pE—0E =0= p—puS—pE—0E=0= —uS = —pu+pE+0E (3.20)

S:,u—uE—aE

(3.21)
L
Agora, utilizando %:
dl
== oF —pul —~I (3.22)

[gualando a zero e isolando E, temos:
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o —pul —~vI=0=0F =pul +~1

I(p+7)

E =

Substituindo pelo valor de I de 3.18, encontramos:

o 5t

g

plp+v) (1-S)

E:
Bo S

E por ultimo, consideremos a equacao diferencial Cﬁl—f:

= ~] -
7 = uR

Igualando a zero e isolando R, temos:

YI—pR=0=puR=~vI=R=—"-1

=

Substituindo I pelo valor encontrado em 3.18:

N Ct)
B=l'5 "5
7y (1-25)
R=7 g

Agora, substituindo 3.25 em 3.21, encontramos:

S:u—uEaE
1

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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g_t—(nto)E
1

(1=5) (ut7)

g_ p—(p+o)k 55: 2
]
M(l _ (M—HT)(;;?(M—W))
S pu—
1
(b +0)(1=5)(k+7)

S=1-

BSo
oyt 1= 8)(ty)

BSo
o (pto)d=5)(p+7)

1-5=

BSo
(1=5) o_(wt+o)u+9)

.S =
(1-25) Bo
E assim, encontramos o valor de S:
Temos que Bg — 1= —57—— — 1= (1=5)

= (uro)(ut) S

Utilizando a substituicao acima, encontramos:

“j”%(z%o 0 =B -1, R =R - )

Logo, encontramos o ponto de equilibrio endémico:

E =

Ep=(S,EIR) = ((“+”ﬁ)£‘””, “:7%(1%0—1),

1),

(Ro—l)) (3.30)



4

Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

A anélise de estabilidade dos pontos de equilibrio serd feita em funcao dos
autovalores, ou seja, a partir das raizes do polinomio caracteristico dado por det(A —
Al) onde A serd uma matriz quadrada e I é a matriz identidade que também pode ser
expressa por p7(A) = A2 —tr(J)\ — det(J) onde J é a matriz jacobiana associada
ao sistema.

Como o ponto de equilibrio endémico é o ponto de real interesse, serd apresentada
sua analise de estabilidade a partir da aproximacao do sistema de equagoes autonomas
nao lineares ' = Az + h(zx), com h(x) representando de forma genérica a parte nao
linear do sistema de equacoes diferenciais, a um sistema linear ' = Ax.

4.1 Aproximacoes Lineares de Sistemas Nao-Lineares

Consideremos um sistema autonomo bidimensional:

' = K(x) (4.1)

Vamos verificar como as trajetérias do sistema acima se comportam nas proxi-
midades de um ponto critico 2. De acordo com [%], nas proximidades do pontos
critico de um sistema de equagoes diferenciais nao-linear, o padrao das trajetorias é
semelhante as trajetorias de um sistema de equacoes diferenciais linear, chamamos
este, de um sistema quase-linear, e para isso, todos os autovalores devem ter parte

0 o sistema nao-linear

real nao nula, sendo assim, na vizinhanga desse ponto critico x
pode ser aproximado a um sistema linear. Isto é feito para facilitar a descricao das
trajetérias. Para isso, escolhemos o ponto critico como sendo a origem. Se z2° # 0, é

0

sempre possivel fazer a substituicao u = x — 2" na equacao 4.1. Portanto, u satisfaz

um sistema autonomo com um ponto de equilibrio na origem.

29
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Supondo que:

' = Az + h(x) (4.2)

onde x = 0 é um ponto critico isolado do sistema, isto é, existe um circulo em torno
da origem em que nao existem pontos criticos em seu interior. Supondo também que
x = 0 é um ponto de equilibrio do sistema linear 2’ = Ax, portanto é um ponto no
qual a variagao das derivadas do sistema é nula, entdo, podemos considerar que h(x)
admite derivadas parciais de primeira ordem continuas e satisfaz a seguinte condigao:

% — 0 quando x — 0 (4.3)
isso nos diz que || h(z) || é pequeno se comparado com || x || préximo a origem.
Chamamos este sistema de Sistema Localmente Linear na vizinhanca de um ponto
de equilibrio x = 0. Sendo assim, considerando o modelo matematico representado
pelo sistema de equagoes diferenciais nao-linear, com um modelo de sistema localmente
linear.
Com isso, segue o teorema [3]:

Teorema 4.1: Sejam A; e Ay 0s autovalores do sistema linear ' = Ax correspon-
dente ao sistema localmente linear ' = Az + h(z). Entao, o tipo e a estabilidade
do ponto critico z = 0 do sistema linear ' = Az e do sistema localmente linear
' = Az + h(x) sdo como descritos na tabela abaixo:

Sistema Linear Sistema ndo-linear
Aq Aa Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade
A=A =0 M Instavel M Instavel
Ay <A, <0 N Assintoticamente N Assintoticamente
Estavel Estavel
As <0< A4y PS Instavel PS Instavel
A =4, =0 NP ou NI Instavel N ou NI Instavel
Aa=24; <0 MPou Ml | Assintoticamente N ou NI Assintoticamente
Estavel Estavel
Az Ay =ax bi
a>=0 PE Instavel PE Instavel
a<0 PE Assintoticamente PE Assintoticamente
Estavel Estavel
Ay = +bi, A, = —bi C Estdvel C ou PE Indeterminado

Figura 4.1: Tabela de Estabilidade de Sistemas Lineares e Nao-Lineares.

Fonte: "Equacdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Con-

torno”, Matt Keling and William Boyce [¢]. Nota: N-n6, NI-n6 impréprio,
NP-n6 proprio, PS-ponto de sela, PE-ponto espiral, C-centro.

A demonstracao do teorema acima foge do escopo deste trabalho, logo sera
omitida. Essencialmente, este terorema nos diz que para x ou z — 2° pequenos, os



Capitulo 4. FEstabilidade dos Pontos de Equilibrio 31

termos nao-lineares também sao muito pequenos, logo, nao irao afetar a estabilidade
do sistema, além disso, também nao afetam o tipo de ponto critico determinado pelo
sistema linear, exceto em dois casos especificos: quando A; e Ay forem imaginarios
puros e quando forem reais iguais. [3]

A partir dessa breve explicagao sobre a estabilidade de sistemas de equacoes
diferenciais nao-lineares, podemos analisar a estabilidade do modelo SEIR 3.9.

4.2 Analise de Estabilidade dos Pontos de Equilibrio.

No sistema SEIR, apresentado anterioremente, temos essencialmente que S + E +
I + R =1, logo, se obtemos os valores de S, E e I, conseguimos encontrar o valor de
R, ouseja, R=1—S5 — F — I, entao podemos simplificar o modelo SEIR, chegando
ao seguinte sistema:

(L= — BIS — S

& — BSI — uE — oE (4.4)

%:UE—,M[—’}/[

O sistema SEIR é uma aprimoracao do sistema mais basico SIR, essencialmente,
a adicao do compartimento "Expostos”, gera um atraso de tempo no sistema e isso
pode desetabilizar e retardar o sistema, porém, as propriedades dinamicas do modelo
SEIR, sao qualitativamente semelhantes aos do modelo SIR, como mostrado em
"Modeling Infectious Diseases in Humans and Animals” de Matt J.Keeling e Pejman
Rohani. [10]

A anélise de estabilidade de equilibrio segue as condig¢oes apresentadas anterior-
mente.

Consideremos entao o ponto de equilibrio endémico do sistema SEIR simplificado:

1

S = yox (4.5)
B = %(RO 1) (4.6)

Com R*=1— 5"+ E* + I*, essa expressao tem uma ligeira diferenca, pois ha
morte de alguns individuos no compartimento "expostos”’que nao contribuem para
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a dinamica de transmissao. Contudo, esta diferenca, muitas vezes, é insignificante,
pois comumente ﬁ ~ 1, com o latente muito menor que a expectativa de vida.
Para que o equilibrio endémico exista e seja estavel, e o equilibrio livre de doenca
seja instavel, visto que no caso do ponto de equilibrio livre de doenca ser estavel,
entao Ry < 1 e o ponto de equilibrio endémico nao existira, logo, a Equacao 4.7 exige
que Ry > 1.
Abaixo, esta apresentada a matriz jacobiana do modelo SEIR simplificado no

ponto de equilibrio endémico:

—BI —u O —BS
J(S,EI)=| pI —u—o BS (4.8)
0 —0 ="
B L p(p+7) p B
J(Eg) = ‘7<R—0>5—0(Ro - 1), B(Ro - 1)) =
—(Ro—1) —p 0 —Ba
= | w(Ro—1) —p—0 By (4.9)
0 —0 ="

Calculando o polinémio caracteristico em relacao a esta matriz, temos:

pg(N) = N +(uRo+2u+0+7)A\* +pRo (2040 +7)A+p(Ro— 1) (+0) (+7) = 0

Infelizmente, nao exitem uma solugao clara para esta equacao, porém, em muitos
casos, 0 e 7y serao muito maiores que p e uRy [10]. Se isso ocorre, entdo uma solugao
aproximada para esta equagao é A & —(o + ) e nos resta uma equacao quadratica
para os dois autovalores restantes:

A2+ pRoA+ —2 (R — 1) ~ 0 4.10
+ ply +0+7/ﬁ(0 ) (4.10)

Esta equagao é analoga a do modelo SIR, porém, ha um breve prazo de corregao
decorrente das mortes de individuos expostos. Sendo assim, para estes autovalores o
equilibrio endémico ¢é estavel quando Ry > 1 com perturbagoes que desaparecem de
maneira oscilatéria. Logo, podemos encontrar uma expressao para o periodo natural
de oscilagdes, que neste caso, é dado por T ~ 27V AG onde G é a “duracio da
geracao ecologica’da infeccao e este é ligeiramente modificado para incluir o periodo
latente G = ﬁ + ﬁ

Até aqui, vimos que o modelo SIR e o modelo SEIR se comportam de forma
semelhante em equilibrio desde que o Ry e o periodo médio de infeccao sejam iguais,

no entanto, os dois modelos se comportam de maneira muito diferente na introducao
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do agente transmissor na populagao, com a presenga do compartimento de expostos,
a dinamica é retardada. Sendo assim, se examinarmos os autovalores do ponto E,
(Equilibrio Livre de Doenca), podemos descrever o aumento da prevaléncia durante
o inicio da dinamica:

Tsmin(t) ~ ](O)exp(% [\/4(30 o+ 0+ - (0 + 7)} t) (4.11)

{ISEIR@)zf(mexp([ Ranlt) se 0=7} (1.12)

Embora os modelos SIR e SEIR se comportem de forma parecida em equilibrio,
o modelo aqui estudado, o SEIR, tem uma taxa de crescimento mais lenta apds a
introdugao do agente transmissor na populacao, pois todos os individuos precisam
passar pelo compartimento dos expostos antes que possam contribuir para o processo
de transmissao.



D

Simulacoes Numéricas para a Covid-
19

As simulagoes nimericas apresentadas a seguir, foram realizadas no programa
Matlab, com base nos dados de Belo Horizonte, capital de Minas Gerais. Os dados
aqui utilizados sao referentes a quantidade de casos registrados apds o primeiro ano
de pandemia, e foram retirados do site da Secretaria Estadual de Saide de Minas
Gerais [19], referentes ao dia 15/03/2021. Pela falta de mais dados, iremos supor a
taxa de infecgcao e ver o comportamento da doenca a medida que esta taxa muda.

5.1 Taxa de Infeccao em 30%

Os parametros utilizados, serao os apresentados anteriormente no Modelo 3.9. A
taxa de mortalidade é 0,1%, p = 0,001, e o tempo de recuperacao completa serd de 14
dias, logo, representaremos a taxa de recuperacao em funcgao desses dias pois quanto
maior o tempo de recuperagao, menor sera a taxa, v = ﬁ >~ (,0714. Aqui, iremos
supor uma taxa de infec¢ao de 30%, 8 = 0,3, o periodo de exposigao considerado
sera de 14 dias, e a taxa de exposicao consideraremos a mesma que a de infeccao,
logo, 0 = % =~ (0,0214. Com todos estes parametros, podemos calcular o Niimero
Béasico de Reproducao, Ry = 3,9587, este valor de Ry significa que um individuo
infectado, transmite o virus para pelo menos 3 pessoas suscetiveis. Com este valor
de Ry, o sistema evolui para o ponto de equilibrio endémico. Com estes valores, a
doenca tende a crescer se medidas sanitarias nao forem tomadas.

Agora, analisemos a dinamica da populacao de Suscetiveis (S), Expostos (E) e
Infectados (I) com os parametros apresentados anteriormente. Neste caso as condi¢oes
iniciais serao: S(0)=0,9, E(0)=0,05 e 1(0)=0,05. Consideramos que inicialmente,
o compartimento de recuperados esta vazio. Sendo assim, encontramos o grafico
abaixo:

34
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Figura 5.1: Simulacao 1. Fonte: Elaborada pelo autor. Nota: Dinamica
de transmissao da Covid-19 com os parametros: p = 0,001, 3 =0,3, v =
0,0714 e 0 = 0,0214 em um periodo de 365 dias.

Como a taxa de recuperagao é alta quando comparada a natalidade/mortalidade,
e Ry > 1, os individuos suscetiveis cairao rapidamente até 110 dias e depois terao um
crescimento lento, enquanto que os expostos e infectados terao um pico préximo aos
60 dias e depois terao uma queda, tendendo a extin¢ao. Os recuperados crescerao
rapidamente, lembrando que neste trabalho, supomos que individuos recuperados
adquirem imunidade a doenca.
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Se utilizarmos os mesmos parametros e mudarmos as condigoes iniciais dos
compartimentos para: S(0)=0.8, E(0)=0.05 e I(0)=0.003, obtemos o seguinte grafico:
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Figura 5.2: Simulacao 2. Fonte: Elaborada pelo autor. Nota: Dinamica
de transmissao da Covid-19 com os parametros: p = 0,001, 8 =0,3, v =
0,0714 e 0 = 0,0214 em um periodo de 365 dias.

Ha um leve atraso na dinamica com essas mudancas, o pico de expostos e
infectados passa a ser proximo dos 110 dias com as mudancas das condic¢oes iniciais.
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5.2 Taxa de Infeccao em 90%

Agora, vamos aumentar a taxa de infeccao para 90%, 8 = 0,9, a taxa de

exposicao sera o = % = (,0643, e nestas condigoes, o numero basico de reproducao

serd Ry = 12,2406, o que significa que um individuo infectado, podem infectar 12
individuos suscetiveis. Os demais parametros e as condigoes iniciais serao: S(0)=0,9,

E(0)=0,05 e 1(0)=0,05.
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Figura 5.3: Simulacao 3. Fonte: Elaborada pelo autor. Nota: Dinamica
de transmissao da Covid-19 com os parametros: p = 0,001, 5 =0,9, v =
0,0714 e 0 = 0,0643 em um periodo de 365 dias.

Com o aumento significativo da taxa de infeccao e do valor de Ry, a dindmica de
transmissao da doenca é acelerada se comparada a simulacao anterior. O pico de
expostos e infectados passa a ser logo no inicio da dinamica, proximo aos 25 dias,
enquanto que os suscetiveis sofrem uma queda brusca e os recuperados tém uma alta
muito rapido.
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5.3 Taxa de Infeccao em 10%

Agora, iremos supor uma taxa de infeccao de 10%, 5 = 0,1, a taxa de exposicao
serd o = % = 0,0071, com os demais parametros se mantendo os mesmos, teremos

Ry = 1,21, utilizaremos como condigoes iniciais: S(0)=0,9, E(0)=0,05 e 1(0)=0,05.
Obtemos o seguinte grafico:
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Figura 5.4: Simulacao 4. Fonte: Elaborada pelo autor. Nota: Dinamica
de transmissao da Covid-19 com os parametros: u = 0,001, = 0,1, v =
0,0714 e 0 = 0,0071 em um periodo de 365 dias.

Com esta taxa de infeccao a evolucao da doenca se torna muito lenta, visto
principalmente que Ry > 1 mas ainda sim pequeno, o que retarda a transmissao da
doenca. A taxa de expostos demorara muito para cair, apesar de tender lentamente
para zero. Diferente das simulagoes feitas acima, em um ano, expostos e infectados
nao chegariam a zero, precisando de mais tempo para tal fato.



Capitulo 5. Simulacoes Numéricas para a Covid-19

39

Por 1ltimo, utilizando os mesmos parametros, mudaremos as condigoes iniciais

para o ponto de equilibrio endémico apenas para representacao grafica do que ocorre
neste ponto. Temos: S(0)=0,83, E(0)=0,02 e 1(0)=0,002.
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Figura 5.5: Simulacao 5. Fonte: Elaborada pelo autor. Nota: Dinamica
de transmissao da Covid-19 com os parametros: p = 0,001, 5 =0,9, v =

0,0714 e 0 = 0,0643 em um periodo de 365 dias.

Como podemos notar, este seria o cendrio ideal. Pela estabilidade do ponto de

equilibrio, esta seria uma situagao em que a epidemia da Covid-19 em Belo Horizonte
estaria controlada. Como o sistema é nao-linear, e fizemos uma linearizagao para que
a estabilidade de seus pontos pudesse ser calculada como um sistema linear, estes se
tornam localmente estaveis, pois o sistema é localmente linear e qualquer perturbacao
na dinamica, desestabilizaria o sistema. As medidas sanitarias sao tomadas, com a
expectativa do sistema tender ao ponto de equilibrio endémico, pois nas proximidades
deste ponto, biologicamente falando, a epidemia estaria proxima da estabilidade.
Para a construcao destes graficos, foi utilizado o codigo fornecido pelo livro

"Modeling Infectious Diseases in Humans and Animals”; |

codigos para Matlab, Python, C++, Fortran e Parameters, acesse:
http://www.modelinginfectiousdiseases.org/

|. Para ter acesso aos
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Apresentamos neste trabalho o Modelo Epidemiolégico de Equagoes Diferenciais
SEIR (Suscetiveis, Expostos, Infectados, Recuperados) e fizemos a andlise completa
do sistema encontrando os pontos de equilibrio e analisando sua estabilidade visto
que a interpretagao biolégica foi muito importante na analise grafica. Verificamos
que uma doenga viral nao ¢é tao simples de ser modelada devido a suas caracteristicas
biolégicas, mutacoes e velocidade de infecgao, reproduzir a realidade pandémica nao
é tao simples devido a falta de dados consistentes e também pelos individuos nao
adquirirem imunidade permanente a Covid-19.

Analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio deste sistema também nao foi tao
simples, pois este é nao-linear. Foi preciso fazer uma aproximacao linear para que os
pontos pudessem ser analisados localmente. A estabilidade destes pontos depende
diretamente do valor do Nimero Bésico de Reproducao, que foi encontrado a partir
de uma ferramenta razoavelmente recente, a Matriz de Préxima Geragao.

Nas comparacoes feitas nas simulacoes numéricas, notamos que com as carac-
teristicas aqui consideradas, sempre vao levar a doenca a extingao, visto que a
taxa de mortalidade é baixa, e os individuos adquirem imunidade. Se consideradas
caracteristicas como mutagoes e imunidade permanente, estas simulagoes mudarao,
podendo demorar mais para que a doenca seja controlada na populacao, que é o que
vemos na realidade da pandemia de Covid-19, o controle da doenga é bem mais lento
do que os resultados aqui apresentados mostram.

Em todas as simulagoes apresentadas, a dinamica de transmissao tem pouca
relacao com a realidade, pois ha diversos fatores que envolvem uma doenca viral que
nao sao consideradas neste texto devido ao grau de dificuldade que elas trariam ao
modelo. Toda doenca viral sofre diversas mutagoes ao longo do tempo, e isso muda
as caracteristicas da doenca como a taxa de transmissao e o tempo de exposicao e
recuperacgao, com as medidas sanitarias tomadas, as caracteristicas também tendem
a mudar, pois com elas, o valor de Ry tende a diminuir. Como exemplo, podemos
utilizar a variante omicron, a taxa de infeccao dessa variante é maior que da inicial,
porém, o tempo de infecgao é significativamente menor.

No Brasil, atualmente, temos outra caracteristica que afeta muito o sistema aqui
apresentado, a vacinacao, apesar dos individuos vacinados nao adquirirem imunidade

40
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definitiva, ela diminui significativamente a taxa de infeccao, pois muitos que passam
por um contato adequado com um individuo suscetivel, nao desenvolveram a doenca,
sendo assim, nao contribuirao para a dinamica de transmissao da doenca.

Para o primeiro ano de pandemia, este modelo atende razoavelmente bem a
Covid-19, mas para um estudo completo até os dias atuais, outras caracteristicas
devem ser consideradas.
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