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Resumo

VIANA, Lucas Mendes, Lic., Universidade Federal de Vigosa, novembro de 2022.
Equacoes Diofantinas. Orientador: Luis Felipe Gongalves Fonseca.

Neste trabalho, veremos alguns tipos de equagoes diofantinas, tais como, as congruén-
cias de grau 2, as ternas pitagéricas. Também apresentaremos alguns teoremas como
o Teorema de Lagrange e alguns casos do Ultimo Teorema de Fermat. Primeiramente,
estudaremos as congruéncias de grau 2(az? + bz + ¢ = 0 (mod p)) sendo p primo
tal que p 1 a, o simbolo de Legendre e as suas propriedades. Terminando os estudos
sobre as congruéncias, provaremos o Teorema da Reciprocidade Quadratica de Gauss.
Posteriormente veremos as ternas pitagoricas. Apresentaremos o problema de Waring
e forneceremos uma prova para o Teorema de Lagrange. Este teorema diz que todo
numero natural n pode ser escrito como a soma de quatro quadrados. Concluiremos,

vendo dois casos do tltimo Teorema de Fermat (2" 4 y" = 2™), os casos n = 3 e n =

4.
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Abstract

VIANA, Lucas Mendes, Universidade Federal de Vicosa, November, 2022. Diophan-
tine equations. Adviser: Luis Felipe Gongalves Fonseca.

In this paper, we will see some types of Diophantine equations, such as the congruences
of grade 2, the Pythagorean triples. We will also present some theorems such as
Lagrange’s Theorem and some cases of Fermat’s Last Theorem. First we’ll study at
grade 2 congruences (az? + bz +c¢ =0 (mod p)),where p is prime such that p { a, the
Legendre symbol and its properties. Finishing the studies on the congruences, we will
prove Gauss’s Quadratic Reciprocity Theorem. Later we will see the Pythagorean
temples. We will present the Waring problem and provide proof for the Lagrange
Theorem. This theorem says that any natural number n can be written as the sum
of four squares. We will conclude by looking at two cases of Fermat’s Last Theorem

(™ +y" = 2"), the cases n = 3 and n = 4.
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Introducao

E inegavel que os paises do mediterraneo foram o berco de grandes matematicos
da historia. Nomes como Tales, Pitagoras, Arquimedes e Euclides estao presentes
até hoje na vida de qualquer estudante ou entusiasta da mateméatica. Suas obras sao
relevantes e primordiais para o estudo de varias areas da matematica. Muitos avancgos
que tivemos foram, direta ou indiretamente, ligados aos estudos destes matematicos.

Neste material, estudaremos as equacoes diofantinas, que sao equagoes que
ganham esse nome por serem equagoes que, nos seus primoérdios, foram estudadas
por Diofanto.

Diofanto nasceu em Alexandria, por volta do séc. III d. C. Durante sua vida
estudou varias areas da matematica, sendo um dos primeiros matematicos a introduzir
simbolos no estudo da algebra, assim ajudando a evoluir os estudos matematicos
daquela época.

Entrando um pouco mais nas equagoes diofantinas, em especial as lineares, estas
sao equacoes da forma:

ax + by = c,

em que a,b e ¢ sao nimeros inteiros assim como as solucoes z e y caso existam.
Equacoes desta forma, assim como suas variantes, damos o nome de equagoes
diofantinas. Sao estas equacoes que estudaremos neste material, comecando com os
principios basicos da aritmética e posteriormente aprofundando nestas equacoes.

Avangando o trabalho, estudaremos as ternas pitagéricas, que sao solugdes (a, b, ¢),
sendo todos termos inteiros, da equacao a® +b? = 2. Estas ternas recebem este nome
pelo fato de estarem relacionadas com famoso Teorema de Pitagoras. Em nossos
estudos veremos como sao formadas estas solucoes.

Posteriormente veremos o Problema de Waring: para todo positivo k existe um
nimero s(k) tal que todo inteiro positivo pode ser escrito como a soma s(k) poténcias
a® de inteiros positivos? E veremos o Teorema de Lagrange sobre este problema que
fornece uma resposta positiva para o Problema de Waring para s = 4 para k = 2. A
prova do problema de Warring foi dada pelo matematico David Hilbert em 1909.

Por fim, veremos os casos n = 3 e n = 4 para o Ultimo Teorema de Fermat. Este



Capitulo 1. Introducao 2

teorema afirma que nao existem inteiros positivos x,y e z tais que
:L,'I’L + yTL =z ,

sendo n um natural maior ou igual a 3 qualquer. Embora Fermat nao tenha o provado
de fato, o que aconteceu somente 350 anos depois, ele afirmava que havia uma prova,
utilizando aritmética simples que até hoje nao foi encontrada.



Conceitos Iniciais

Este primeiro capitulo é baseado em alguns capitulos do livro [5]. Primeiramente,
veremos o conjunto dos nimeros inteiros assim como suas operacoes e algumas
propriedades. O conjunto dos niimeros inteiros é dado por:

Z=A..,-3,-2,—1,0,1,2 3, ..}
A soma destes nimeros (notagao : a -+ b) terd as seguintes propriedades, que aqui
serao apenas enunciadas. Sejam a, b, ¢ nimeros inteiros. Temos:
e Associativa
a+(b+c)=(a+0b)+c
e Elemento Neutro

Existe 0 € Z tal que: a4+ 0=0+a = q;
e Inverso Aditivo

Existe d € Z tal que: a+d =d+ a = 0;

e Comutativa
a+b=>b+a.
Além da soma, existe neste conjunto a multiplicagao (notagao : ab ou a-b). Como

para a soma, iremos apenas enunciar as propriedades desta operacao. Sejam a, b, ¢
inteiros. Temos:

e Associativa
a(be) = (ab)c;

e Elemento Neutro
Existe l € Z tal que: 1-a=a-1=aq;

e Cancelativa

Para a # 0, se ab = bc, entao b = ¢;
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e Comutativa

ab = ba;

e Distributiva

a(b+ ¢) = ab+ ac.

Podemos verificar que 0 (o elemento neutro aditivo) e 1 (elemento neutro mul-
tiplicativo) sdo tnicos. Um subconjunto notével de Z é o conjunto dos ntimeros
naturais N = {0, 1,2, 3,...}.

Vamos a mais algumas propriedades sobre o conjunto dos ntimeros inteiros, e que,
através delas, iremos construir a ideia de ordem do conjunto. A relagao "menor ou
igual”, denotada por < tem as seguintes propriedades:

e Propriedade reflexiva: Para todo inteiro a tem-se que a < a.

e Propriedade anti-simétrica: Dados dois inteiros a e b, se a < b e b < a, entao
a=>b.

e Propriedade transitiva: Para toda terna de niimeros inteiros a,b e ¢, tem-se
que,se a < beb<c entao a < c.

Por serem validas as propriedades acima, temos que a relacao "menor ou igual”é
uma relacao de ordem. No caso particular quando temos a < b e a # b iremos usar o
simbolo a < b, como "a é menor que b”. Além disso podemos usar os simbolos a > b
e a > b, quando queremos dizer que b < a e b < a respectivamente. Feitas estas
distingoes podemos falar de mais algumas propriedades desta relagao.

e Tricotomia: Dados dois inteiros quaisquer a e b tem-se que ou a < bou a =b
oua > b.

e Para toda terna, a, b, ¢ de inteiros, se a < b, entao a + ¢ < b+ c.

e Para toda terna, a, b, ¢ de inteiros, se a < b e 0 < ¢, entao ac < be.

Definigao 1: Seja A um subconjunto de Z. Diz-se que A é limitado inferiormente
se existe algum inteiro k£ tal que, para todo a € A, tem-se que k < a. Definiremos
como minimo de A o elemento ay € A tal que, para todo a € A temos que a¢ < a.
Note que se hd um minimo de A ele é unico.

De forma andloga podemos definir o que seria um limitado superiormente e
maximo de um conjunto. Usaremos a notacao min A e max A para indicar o minimo
e 0 maximo respectivamente, quando eles existirem. Vamos ver uma importante
propriedade dos conjuntos de niimeros inteiros.

Principio da Boa Ordem: Todo conjunto nao-vazio de inteiros limitado
inferiormente tem minimo.

De forma analoga podemos dizer que se um conjunto é limitado superiormente
possui maximo . Existem ainda varias outras propriedades e teoremas a respeito
deste conjunto, porém neste material enunciaremos apenas estas. Dito isto vamos
para a definicao de divisibilidade.
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2.1 Divisibilidade

Definigao 2: Sejam a e b nimeros inteiros. Dizemos que b divide a (ou que b é um
divisor de a) se existe um numero inteiro ¢ tal que bc = a. Denotaremos por b|a.

A negativa notaremos por b 1 a. Assim como a soma e a multiplicagao, a
divisibilidade possui algumas propriedades. Deixamos a sua verificacao a cargo do
leitor em [5]. Vejamos algumas destas propriedades.

Teorema 1: Sao algumas propriedades da divisibilidade:
1. (Reflexiva) a | a, Va € Z.
2. (Transitiva) Para todos a,b,c € Zsea |beb|c, entdo a | c.
3. Para todos a,b,c € Zsea|b e al|centdoa|br+ cy,Vr,y € Z.
A seguir veremos o Algoritimo da Divisao.

Teorema 2: Algoritmo da Divisao.
Sejam a, b inteiros, com b # 0. Entao, existem q e r inteiros e tnicos tais que

a=bg+r com 0<r<|b]|.
A prova deste teorema se encontra na pag. 50 em [5].

Exemplo 1: Sejam a = 23 e b = 3, utilize o Algoritmo da Divisao para determinar
qgertaisque 23 =3q¢+7rcom0<r <3.

Como o Algoritmo da Divisao diz que existem ¢ e r inteiros tais que
a=bg+r e 0<r<|b]l.
Podemos utiliza-lo para definirmos como
23=3-T42 e 0<2<3,
o que satisfaz o Algoritmo da Divisao.

Definicao 3: Os ntumeros q e r determinados no teorema anterior sao denominados
q quociente e r resto da divisao de a por b.

No exemplo anterior o quociente ¢ =7 e o resto r = 2.

Exemplo 2: O quadrado de qualquer niimero inteiro é da forma 3k ou 3k + 1 sendo
ke Z.

De fato, se a é um inteiro, entao ele é da forma 3m, 3m + 1 ou 3m + 2. Sendo
assim, ou a®* = (3m)? = 3(3m?), ou a* = (3m + 1)*> = 3(3m? + 2m) + 1, ou
a? = (3m+2)? = 3(3m* +4m + 1) + 1. Logo a® ou é 3k ou 3k + 1.
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2.2 MDC e MMC

Damos o nome divisor de a a todos os niimeros b inteiros tais que b | a. Definiremos
o maximo divisor entre dois nimeros inteiros nao simultaneamente nulos da seguinte
forma.

Definigao 4: Chama-se de maximo divisor comum de a e b o maior divisor de seus
divisores comuns positivos, ou seja,

mdc(a,b) = mazx DT (a,b);
em que D% (a,b) denota o conjuntos de divisores positivos de a e b.

Note que o conjunto DT (a,b) é sempre nao vazio ja que 1 pertence a esse conjunto.
Além disso, esse conjunto é limitado superiormente por |a| e |b|. Portanto, pelo
principio da boa ordenagao, DT (a,b) tem um maximo . Vejamos agora uma condigao
necessaria e suficiente para que um nimero seja o mdc de um par de inteiros.

Teorema 3: Sejam a, b inteiros. Um inteiro positivo d é o maximo divisor comum
de a e b, se e somente se, verificam-se:

l.d|aed]|b.
2. Sed |aed |b,entao d |d.

A prova deste teorema pode ser encontrada na pag. 67 em [5].

O calculo do mdc para nimeros pequenos pode ser facil, porém quando tratamos
de nimeros muito grandes podemos ter certa dificuldade para determinarmos este
mdc. O teorema abaixo auxilia nestes casos.

Teorema 4: Sejam a, b e n € Z. Se existe mdc(a,b — na), entao existe mdc(a,b) e
mdc(a,b) = mde(a, b — na).

DEMONSTRAGAO: Provaremos que Dt (a,b) = Dt (a,b — na). Seja d um inteiro
tal que d | be d| —na. Logo d | b— na. Portanto d € D*(a,b — na). Reciprocamente,
seja d € DV (a,b — na). Temos d | a, d | na e d | b— na. Segue entao que d | b.

Com este teorema, podemos calcular de forma mais simples o mdc de certos
inteiros.

Exemplo 3: Calcularemos agora o mdc de 1128 e 336.

Inicialmente, note que, pelo algoritimo da divisao,

1128 = 3 - 336 + 120
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Logo, mdc(1128,336) = mdc(336,1128 — 3 - 336) = mdc(336,120) = mdc(120,336).

Na mesma linha de raciocinio feita para 1128 e 336, temos

336 = 2 - 120 + 96,
120 =1-96 + 24.
96 =4 - 24.

Dai segue que
mdc(120,336) = mdc(120,96) = mdc(96,120) = mde(96,24) = 24.

Portanto mde(1128,336) = 24.
H&a muitas aplicacoes de mdc. Em particular, propriedades interessantes quando
o mdc é 1.

Teorema 5: (Teorema de Euclides) Sejam a, b, ¢ inteiros tais que a | bc. Se
mde(a,b) =1, entdo a | c.

A prova deste teorema pode ser encontrada na pag. 68 em [5].
Quando o mdc de um par de nimeros é 1, damos uma relagao nominal a estes
nameros.

Definigao 5: Dois inteiros a e b dizem-se relativamente primos se mdc(a, b) = 1.

Quando dois numeros inteiros sao relativamente primos, teremos alguns fatos que
podemos provar sobre eles, por exemplo o teorema abaixo.

Teorema 6: Sejam a, b primos relativos, seja ¢ um outro inteiro tal que a | ce b | ¢,
entao ab | c.

DEMONSTRAGAO: Por hipétese, mde(a,b) = 1. Além disso, existem z e y tais
que ¢ = ax = by. Visto b | ax e mdc(a,b) = 1, segue do Teorema de Euclides que
b | . Consequentemente, existe 2’ € Z tal que z = ba’. Dessa forma, ¢ = abz’ e,
portanto, ab | c.

O nome multiplo de a é dado a todos os ntimeros inteiros n tais que n = ak, com
k inteiro. Definiremos agora a relacao de menor multiplo entre dois niimeros inteiros.

Defini¢ao 6: Chama-se de minimo multiplo comum de dois inteiros a e b 0 menor
de seus miltiplos positivos comuns, ou seja,

mmc(a,b) = min M (a,b),

em que M7 (a,b) denota o conjunto dos miltiplos comuns positivos de a e b.
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Note que o conjunto M (a,b) é sempre nao vazio ja que ab pertence a esse
conjunto. Além disso, esse conjunto é limitado inferiormente por 0, por exemplo.
Portanto, pelo principio da boa ordenagao, M (a,b) tem um minimo.

Lema 6.1: Sejam a e b inteiros. Entao o mmc(a,b) divide todo multiplo comum de
aeb.

Teorema 7: Sejam a, b inteiros. Um inteiro positivo m ¢ o minimo multiplo comum
de ae b, se e somente se, verifica :

l.almeb|m.
2. Sea|m eb|m entdom|m' .

Tanto a demonstragao do lema quanto do teorema podem ser encontradas nas
péginas 75 e 76 em [5]. E agora, por fim, iremos ver a relagao entre o mdc e o mme
de dois ntimeros a e b.

Teorema 8: Sejam a, binteiros, d = mdc(a,b) e m = mmc(a,b). Entao
md =| ab | .
A demonstrac@o deste teorema pode ser encontrada na pagina 76 em [5].

Exemplo 4: Determinar inteiros positivos ae b, tais que ab = 9900 e mmc(a, b) = 330.

ab 9900
— tant de(ab) = —— = 30.
mme(ad) e, portanto, mdc(a,b) 350

Assim, existem inteiros ¢ e d tais que a = 30c e b = 30d. Visto que ab = 9900, segue
que ab = (30¢)(30d) = 900cd = 9900, logo ¢d = 11. Temos dois casos a se considerar:

Inicialmente, note que mdc(a,b) =

c=1,d=11 (Caso 1),

c=11,d =1 (Caso 2).

No primeiro caso temos que a = 30 e b = 330(note que o mmc(30,330) = 330).J4 no
segundo caso temos que a = 330 e b = 30.

Teorema 9: (Teorema de Bézout) Sejam a, b inteiros e d = mdc(a,b). Entao existem
inteiros r e s tais que d = ra + sb.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na pag. 65 em [5].

Definigao 7: Um inteiro p > 1 diz-se primo se tem exatamente dois divisores positivos,
1 e ele mesmo.

Teorema 10: (Teorema Fundamental da Aritmética) Seja a um inteiro diferente de
0, 1, -1. Entao, existem primos positivos p; < py < ... < p, e inteiros positivos
ni,Na, ..., Ny, tais que a = Epi* -+ plm, em que E = £1, conforme a seja positivo ou
negativo. Além disso, esta decomposicao é tnica.
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A prova deste teorema pode ser encontrada a partir da pdgina 81 em [5].

E conhecido que o conjunto de nimeros primos € infinito. De fato, suponha por
absurdo que este conjunto seja finito P = {py, ..., p, }. Considere o nimero inteiro
positivo a = py - - - p, + 1. Seja ¢ um divisor primo de a. Necessariamente, q | p1 - - p,
pois ¢ € P. Ora, isso implica que ¢ | 1. Tal fato é um absurdo, pois ¢ é um inteiro
maior que 1. Assim o conjunto P dos nimeros primos é infinito.

2.3 Equacoes Diofantinas Lineares e Congruéncias

Agora iremos conhecer e estudar as equagoes que sao a inspiragao para este
trabalho, as equagoes diofantinas. Comecaremos com o caso linear. Uma equacao
diofantina linear é uma equacao da forma

ar +by =c

com a, b,c inteiros e a e b ambos nao nulos. Uma das primeiras perguntas que nos
podemos fazer € se estas equacgoes terao solugao, ou seja, existem x e y inteiros tais
que

ax + by = c,

outra pergunta esta relacionada com a unicidade. Podemos perceber que, algumas
destas equagoes nao admitem solucao, um exemplo é 4z + 6y = 5 que, se tivesse
solucao, como 2|(4zx + 6y) 2 dividiria também 5, o que nao ocorre. Todavia algumas
equagoes diofantinas possuem solugoes, como é o caso de x + y = 1, cuja solucao
x=1ey =0 ¢écorreta. Assim é natural perguntarmos quando terao solucao e é isto
que veremos no proximo teorema.

Lema 10.1: Sejam a,b,, e d inteiros tais que mdc(a,b) = d. Logo os conjuntos
A= {ax+bylr,y € Z} e B ={dz|z € Z} sao iguais.

DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema de Bézout(Teorema 9) temos que d € A pois
d = azy + by, e por consequéncia dz € A pois dz = z(axy +by;) = ax1z + by, z. Logo
B esta contido em A.

Note que ANN* £ (), poisa-a+b-b=a?+1? € A. Disto, pelo Principio da Boa
Ordem, o conjunto A possui um minimo, seja esse minimo d’. Logo d' = axs + bys,
ecomod|aed]|b, d|d,epelofato de d ser o minimo d = d’. Note que todo
elemento de A é multiplo de d, seja m = ax3+ bys um elemento de A, pelo Algoritimo
da Divisao existem ¢ e r tais que

%:dq+rc0m0§r<d.
Note que m — dq = r, ou seja, axs + bys — dg = r. Novamente como d | a e d | b,
d | axs+ bys — dq, dai d | r o que implica que r = 0, ou seja m = dq com ¢q € Z*. Dai
temos que A esta contido em B.
Como B contido em A e A contido em B, logo A = B.
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Teorema 11: Sejam a, b, e ¢ inteiros e d = mdc(a,b). A equagdo ax + by = c terd
solucdo se, e somente se, d | c.

DEMONSTRAGAO: Se ¢ € {az + by|z,y € Z} entdo pelo Lema anterior temos que
¢ é multiplo de d e portando d | c.

Agora que ja sabemos determinar se uma equagao diofantina linear possui solucao,
vejamos como resolver este tipo de equacao.

Teorema 12: Sejam a,b e ¢ inteiros tais que d | ¢, sendo d = mdc(a, b). Seja (zo,yo)
uma solugao da equacao diofantina linear ax + by = c. Toda outra solugao ¢ da forma

x X . . com .
0 / y Y Yo l )

E reciprocamente, para todo t € Z os valores de x e y dados pelas férmulas acima
sao solucoes da equacao.

- b a
DEMONSTRACAO: De fato, se dados x = xg + p t,y=1yo— p t, sendo g e Yo

solugdes, temos que (x,y) sao solugdes também, visto que

b a ab ab
ax +by = a IL’o—i-at +b<yo—at>Zal’o—i-gt—l—byo—gt:amo—i—byo:c.

Agora basta mostrar que dada uma solugao (z',y’), existe t inteiro tal que

b a
x=xo+ p tey =yo— p t. Como (2',4y") é solugao, temos

ar’ + by = c = axy + by

, onde a(z’ — xg) = b(y' — yo). Seja a’ e V' inteiros tais que a = da’ e b = db’ dai
temos que mdc(a’,b') = ¢ = 1. Daf podemos dividir a(z’ — z0) = b(y’ — yo) por d e
teremos a’(x" — x¢) = V' (y' — yo).

Em particular teremos que V' | a/(z' — xy). Como o mde(a’ b/ = 1), 0 | (z' — xp),
daf existe um inteiro ¢ tal que =’ — xq = b't, ou seja,

x’—x—i—bt
— St

Ainda do fato que 2’ — zy = b't temos que o' (2’ — z) = U'(y' — yo) implica que
at =b(y — ), dai a't =y — yo, Logo

Y =%Yo d

Exemplo 5: Vamos encontrar as solucoes de 56x + 72y = 40.
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Observe que mdc(56,72) = 8 e que 8 | 40, logo existe solu¢ao. Note que,

72 =56 - 1 + 16,
56 =16 -3 + 8,
8=8-2.

Com base no Teorema 4, temos mdc(72,56) = mdc(56,16) = mdc(16,8) = 8.
Por outro lado, note que

8=56—16-3
8 =56 — (72 —56) - 3
8=4.56—3-72.

Assim, 40 = 20 - 56 — 15 - 72.
Isto mostra que (20, —15) é uma solugao da equagao diofantina linear 56x + 72y =
40. J4 a solugao geral é da forma

x =20 + 72/8t = 20 + Ot
y=—15—-56/8t = —15—8t, te€Z.

Como pudemos perceber até aqui, a relagao divide é de grande importancia em
7Z.. Podemos aplica-la em diversos momentos. A definicdo que trazemos a seguir é
uma aplicacao dessa relagao muito 1til para o estudo dos ntimeros inteiros.

Definigao 8: Seja m # 0 um dado inteiro. Dois inteiros a e b sdo ditos congruentes
modulo m (notagao: a =0b (mod m)) se m divide a — b.

A titulo de exemplo temos 17 = 5 mod 3 e 80 = 3 mod 7. Seguem abaixo
algumas propriedades das congruéncias.

Teorema 13: Seja m > 0 um inteiro. Sejam a, b, ¢, d inteiros quaisquer . Entao
valem as seguintes propriedades

1. (Reflexiva) a = a (mod m) .

2. (Simétrica) Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m) .

3. (Transitiva) Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m).
4. Sea=0b (mod m) e c =d (mod m), entdo a+ c=b+d (mod m).

5. Se a =0b (mod m), entdo a + ¢ = b+ ¢ (mod m).

6. Se a =b (mod m) e ¢ =d (mod m), entdao ac = bd (mod m).

7. Se a =b (mod m), entdo a™ = b" (mod m) para todo n inteiro positivo.

8. Se a+c=b+c (mod m), entdo a = b (mod m).
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DEMONSTRAGAO : Os itens (1) e (2) sdo de demonstracao direta e ficam a cargo
do leitor.

Para o item (3), se a = b (mod m), entdo m | (a — b) e se b = ¢ (mod m) temos
que m | (b —¢). Teremos entao m | (a — b) + (b — ¢) o que implica que m | (a — ¢),
logo a = ¢ (mod m). O item (4) é andlogo ao item (3), e o item (5) decorre do item
(4) haja vista que pelo item (1) ¢ = ¢ (mod m). J& o item (6), se a = b (mod m) e
c=d (mod m) , entdo existem ¢y, ¢z tais que

a—b=mq e c—d=mgy o que implica ac = (b + maq )(d + mqy).

Logo ac = bd + m(bgy + bqy + q1gam), dai m | ac — bd e, por consequéncia, ac = bd
(mod m). O item (7) decorre do item (6) e por fim, o item (8) vem do fato que se
m | (a+c¢)— (b+c¢) entdo m | a — b e, portanto, a = b (mod m).

Uma outra maneira de pensar em a, b congruentes modulo m é analisando seus
restos na divisao por m. E facil ver que dizer que a = b mod m é equivalente a a e
b deixarem o mesmo resto na divisao por m.

H&a muitas aplicagoes de congruéncias, muitos sao os problemas que sao solucio-
nados a partir delas. Vejamos no exemplo abaixo, uma de suas utilidades.

Exemplo 6: Verificaremos agora, por indugdo matematica, que 10" = 4 (mod 6)
para todo n € N*.

Com efeito, para n = 1, temos 10 =4 (mod 6), pois 6 | 10 —4. Agora admita que
10" =4 (mod 6). Multiplicando por 10 temos 10-10" = 10-4 = 40 = 4 (mod 6), pois
6 | 40 — 4. Ou seja, verificamos que 10" =4 (mod 6). Por indugao matemaética,
segue que 10" =4 (mod 6) para todo n € N* o conjunto dos niimeros naturais sem
0 zero.

2.4 Teoremas essenciais

Nesta secao, veremos alguns teoremas utilizados de forma recorrente neste trabalho.
Por nao ser o foco, algumas demonstragoes serao omitidas, vejamos primeiramente o
Pequeno Teorema de Fermat.

Teorema 14: (Pequeno Teorema de Fermat).
Sejam p um primo e a um inteiro tal que p{a. Entdao, a?~! =1 (mod p).

O leitor pode encontrar esta prova nas pags. 126 e 127 em [5].
Corolario 14.1: Sejam p um primo e a um inteiro arbitrario. Entao a”? = a (mod p).

DEMONSTRAGAO: Suponha inicialmente que p | a. Temos assim p | a? — a.
Suponha agora que p { a. Ora, nesta situacao p | a?~! — 1 pelo Pequeno Teorema de
Fermat. Dai segue que p | a? — a.
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Exemplo 7: Seja a um inteiro arbitrario. Prove que os algarismos da casa das
unidades de a e de a® sao iguais, ou seja, a® = a (mod 10).

Pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que a® = a (mod 5), ou seja, 5 | (a® —a).

Por outro lado temos que 2 | (a® — a), j& que ambos serao pares ou ambos serao
fmpares. E, como mdc(2,5) = 1, temos que 10 | (a® — a). Pelo teorema 6.
Logo a® = a (mod 10).

Definicao 9: A funcao ¢ : N* — N, definida por:

o(1) =1
¢(n) = quantidades de elementos relativamente primos com n menores que 7,
¢ dita funcao ¢ de Euler.
Exemplo 8: Vamos encontrar o ¢(24)

Para calcular ¢(24) precisamos encontrar os nimeros, menores que 24, que sao
relativamente primos com ele. Com efeito, note que os niimeros relativamente primos
com 24 na lista {1, 2, 3, ..., 24 } é constituida por {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23}.

Portanto ¢(24) = 8.

Como forma de generalizagao do Pequeno Teorema de Fermat, Euler publicou
em 1747 o teorema a seguir.

Teorema 15: (Teorema de Euler) Sejam a e n relativamente primos, com n > 1.
Entdo, a®™ =1 (mod n).

Note que se p é um primo, entao ¢(p) = p — 1, logo podemos ver que o Pequeno
Teorema de Fermat é um caso particular do Teorema de Euler. A demonstragao
deste teorema pode ser encontrada nas pags. 129 e 130 em [5].

Exemplo 9: O Teorema de Euler nos auxilia no calculo de congruéncias. Como
exemplo vamos calcular o resto de 51 por 24.

Pelo Teorema de Euler que 52?4 = 1 (mod 24). Com base no exemplo anterior,
$(24) = 8. Deste modo 5% =1 (mod 24). Consequentemente, 5°-5% = 1-52 =25 =1
(mod 24). Tsto mostra que o resto da divisao de 5'° por 24 é 1.

Teorema 16: (Teorema de Wilson).
Seja p um primo. Entao (p —1)!+1=0 (mod p).

O leitor pode encontrar a prova deste teorema nas pags. 132 e 133 de [7].

Exemplo 10: Vamos calcular o resto da divisao de 15! por 17.
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De acordo com o Teorema de Wilson, 16! = —1 (mod 17). Haja vista que 16 = —1
(mod 17), segue que —1 - 15! = —1 (mod 17). Assim 15! =1 (mod 17) e, portanto,
o resto da divisao de 15! por 17 é 1.

2.5 Congruéncias lineares

Nesta se¢ao, veremos brevemente as congruéncias lineares, que sao congruéncias
da forma aX = b (mod m), em que a,b, m sao coeficientes inteiros dados com m
positivo. Vejamos de forma mais formal a definicao .

Definigao 10: Sejam a, b, m inteiros com m > 0. A equagao aX = b (mod m) é
chamada congruéncia linear.

Naturalmente poderiamos nos perguntar se tais congruéncias possuem solucao, se
sim, como determina-las. O préximo teorema esclarece algumas destas duvidas.

Teorema 17: Sejam a, b, m inteiros com m > 0. A congruéncia aX = b (mod m)
tem solugdo se , e somente se, d = mdc(a, m) divide b.

A prova deste teorema pode ser encontrada a partir da pag. 112 em [5]. Sa-
bendo agora como identificar congruéncias que possuem solugao, serd que podemos
determinar uma forma de encontrar tais solugoes? Vejamos o préximo teorema.

Teorema 18: Sejam a e m inteiros, d = mdc(a, m) e b um multiplo de d. Escrevendo
d = ra + sm com r,s inteiros e b = bid, a congruéncia aX = b (mod m) tem d
solugoes nao congruentes, duas a duas, médulo m, a saber:

d—1

m
xog=1by, x1 =1by + —, o =1rb1 +-m, -, xd_lzrbl—i—Tm.

d d

Toda outra solucao é congruente a uma dessas, modulo m.
E deste teorema decorre o corolario abaixo.

Corolario 18.1: Se a e m sao inteiros relativamente primos, a congruéncia a X = b
(mod m) tem sempre solugao. Escrevendo 1 = ra + sm, temos que x = rb é uma
solucao e ¢é uinica modulo m.

A prova, tanto do teorema quanto do corolario seguem das paginas 112,113 e 114
em [5].

Exemplo 11: Vamos encontrar a solu¢ao da congruéncia —3X = 18 (mod 15)

Note que mdc(—3,15) = 3. Podemos escrever 3 = 4(—3) + 1 - 15, ou seja,
temos que r = 4. Também podemos calcular b = 18/3 = 6. Dai concluimos que
To = rb; = 4-6 = 24 é uma solugao. Calculando x1 = rb; + 7 = 24+ 13—5 =24+45=29
e ro =1by + 27’” =24+ % = 24 4+ 10 = 34, que também sao solugoes da congruéncia.
Pelo Teorema 18, estas sao as uUnicas solugoes haja vista que todas outras serao
congruentes a uma destas médulo 15.
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Definigao 11: Sejam a,m inteiros com m > 1. Diz-se que a ¢é invertivel médulo m
quando existe um inteiro b tal que ab =1 (mod m)

Note que os nimeros 2 e 5 sao invertiveis médulo 7, pois 2-4 =1 mod 7 e
5-3=1 mod 7. O niimero 3, por sua vez, nao ¢ invertivel modulo 6.



Congruéncia de grau 2

Este capitulo foi baseado no livro [1]. Como vimos anteriormente, existem
congruéncias simples, como é o caso da congruéncia do tipo ax + b =0 (mod m).
Mas serd que este é o unico tipo de congruéncia que podemos ter? A resposta é
nao. Assim como nas equacoes que podem ter graus maiores que 1, as congruéncias
também nao se limitam apenas ao primeiro grau. Nesta parte, estudaremos as
congrueéncias de grau 2, e veremos uma prova para o Teorema da Reciprocidade
Quadratica de Gauss.

Figura 3.1: Carl Friedrich Gauss.
Fonte: (https://bityli.com/FdnGM6) acessado em 10/06,/2021.

Carl Friedrich Gauss foi um grande matematico alemao do seculo XIX, nascido
no ano de 1977. Aos 19 anos, ele conseguiu provar algo surpreendente. Ele provou
que poligonos regulares de lados primos podem ser construidos com régua e compasso
se, e somente se, tais primos sao da forma 22" 4 1. A histéria conta que ele comegou
quando descobriu, ainda com 19 anos, que um poligono regular de 17 lados podia
ser construido com régua e compasso. Seu orgulho foi tao grande, que pediu para
gravarem em sua lapide um poligono de 17 lados, o que nao ocorreu. Porém este

16
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simbolo pode ser encontrado na base de sua estatua em Brunswick, cidade natal do
matematico.

Definigao 12: Sejam p > 2 um primo e a,b,c € Z tais que pf a e a # 0. A congruéncia
ar® +br+c=0 (mod p)

¢ dita congruéncia de grau 2 moédulo p.

E facil ver que az? + bz +c=0 (mod p) é equivalente a 4a’x? + 4abx + 4ac = 0
(mod p) , que por sua vez, também é equivalente a (2ax +b)? —b* +4ac = 0 (mod p).
E isso s6 ocorre, se, e somente se, (2ax + b)* = b* — 4ac (mod p).

Definicao 13: Diz-se que d € Z é um residuo quadratico médulo p primo, quando a
congrueéncia

X?=d (mod p)

tiver solucao.

Existem exatamente (p + 1)/2 residuos quadréticos médulo p, com p primo, sao
eles :

~1\?
02,1222 32, .. (pT) mod p.

Tendo em vista que para todo x € Z ,x = £i mod p para algum ¢ tal que
0<i<(p—1)/2, segue que x? é congruente a algum dos niimeros da lista acima.

Exemplo 12: Vamos encontrar os residuos quadraticos modulo 7.

Ha 7 restos possiveis na divisao por 7, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Assim os residuos médulo
7Tsao: 02=0,12=1,22=4,3%2=2,42=2,5% =4, 62 = 1. Note que bastava olhar
para 0%, 12, 22 ¢ 3% |, uma vez que 4=-3, 5=-2 ¢ 6=1 mdédulo 7.

Afirmamos que os elementos do conjunto {0%,12,- -, (2+)?} sdo dois a dois néo
congruentes médulo p. De fato, considere 7,5 € {0,1,2,--- ,’%1} e suponha que
i = 52 (mod p). Temos assim p | (i + 7)(i — j). Logo p | i+ j ou p|i— j. Tendo
em mente que 7,5 € {0,1,2,--- ,’%1}, a unica maneira de p | i+ j oup|i—j é com
p|i— 7, sendo assim i = j.

3.1 Simbolo de Legendre

Vejamos a definicao do simbolo de Legendre. Ela ird nos auxiliar no decorrer de
nossos estudos.

Definigao 14: Sejam p > 2 um primo e a um inteiro qualquer. Definiremos o simbolo
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de Legendre como:

1 se ptfaeaéum residuo quadritico

(E)=o !
- = se a
D p

—1 caso contrario

Assim, para sabermos se a é residuo quadratico médulo p (primo maior que 2)
a

basta calcularmos o simbolo de Legendre <—> Para nos auxiliar neste trabalho
p

temos o critério de Euler.

Teorema 19: (Critério de Euler) Sejam p > 2 um primo e a um inteiro qualquer
tal que mdc(a,p) = 1. Entao:

(2) =a" V2 (mod p).

p

DEMOSTRAGAO: Para a =0 (mod p) o resultado ¢ valido, entdo podemos supor
p 1 a. Sabemos, pelo Pequeno Teorema de Fermat, que ™' =1 (mod p), em que

p—1

(a2 — 1)((1107_1 +1)=0 (mod p)

0 que ocorre se, e somente se, p | a"7 —1ou D | a"7 +1. Isto por sua vez s6 acontece
se "t = +1 (mod p). Agora devemos mostrar que a7 =1 (mod p) se, e somente
se, a é um residuo quadratico médulo p. Primeiramente verificaremos que se 22 = a
(mod p) nao tem solugdo, entao a'r =1 (mod p).

Com efeito, seja r € {1,2,...,p — 1}. A congruéncia linear rz = a (mod p) possui
solugao unica médulo p. Sejar’ € {1,2,...,p—1} tal que r’ = a (mod p). Haja vista
que 22 = a (mod p) ndo possui solucao, temos que r # r’. Agrupando os elementos
de {1,2,...,p — 1} aos pares de tal modo que o produto de dois elementos de cada

par seja igual a a, temos pelo Teorema de Wilson que,

—-1=@(p-1= a"T (mod p).

p—1

z =1 (mod p).
Inicialmente, note que se z1,29 € {1,2,....,p — 1} e 1 = 29 = a (mod p), entdo

Agora, provaremos que se z2 = a (mod p) tem solugao, entao a

p| 23 — 2%, ou seja, p | (x1 + x2)(x1 — 22). Logo, p | x1 + x5 ou p | 11 — x9. No
primeiro caso, 1 = p — x9; no segundo caso, ¥y = rp. Para finalizar mostraremos
que existem apenas duas solugoes distintas em {1,2,....p — 1} para 2> = a (mod p),
provaremos que rs Z p—=x2 (mod p). De fato, se assim nao fosse, terfamos xo = p—x2
(mod p) e, consequentemente, p | 2xo. Ora, mas isto é um absurdo, o nimero p é
primo maior do que 2 e x5 € {1,2,...,p — 1}. Cientes de que existem (apenas) duas

solugoes em {1,2,...,p — 1} para 22 = a (mod p), considere r e ' = p — r estas

solugoes. Note que r/ =r(p—17) =rp — 1> = —1r?> = —a (mod p). Os elementos

de {1,2,....,p — 1} — {r, 7'} se agrupam em pares distintos s e s’ tais que ss’ = a
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(mod p). Pelo Teorema de Wilson temos que

p—3 p—1

“1=(p-1)!=-a(@)? =-a'7 (modp),

. p—1
com isso, mostramos que @ z =1 (mod p).

Corolario 19.1: O simbolo de Legendre possui as seguintes propriedades:

1. Se a =b (mod p) e mdc(a,p) = mde(b,p) = 1,entao (%) = <é)

p

2. (%) =1lsepfta.
3. (—71) = (-1)z.
4. (%’) = <%) (%) , se mdc(a,p) = mdc(b,p) = 1.

DEMONSTRAGAO: Os itens 1 e 2 seguem imediatamente da definigao, e o item

3 segue do Critério de Euler. De fato, (%) (—1)% (mod p) implica que

(%) = (—1)%, ja que p > 2. Provaremos agora o item 4.

Aplicando o Critério de Euler, temos que (%’) = (ab)p%1 =azbz = (2) <Q>
(mod p).

Dando prosseguimento aos estudos, vejamos agora o Lema de Gauss.

Lema 19.1: (Lema de Gauss)
Sejam p > 2 um primo e a € Z, com a > 0, tais que mdc(a,p) =1 . Seja s o nimero
de elementos do conjunto

{a,2a,3a,..., 55 - a}

. e~ , . -1 ~
tais que seu resto, na divisao por p, ¢ maior do que ¥5=. Entao

DEMONSTRAGAO: Inicialmente, note que o conjunto A= {£1,£2, ..., j:’%l} tem
p — 1 elementos, os elementos sao dois a dois nao congruentes modulo p e, além disso,
todos eles sao invertiveis médulo p.

Para cada j =1, ..., p%l, podemos escrever a - j = €;m; (mod p) com ¢; € {—1,1}
em; €{1,.., 7%1} Por um raciocinio de rotina, pode-se verificar que se ¢ # j, com
1,] € {1,...,’%1}, entdo m; # m;. Deste fato segue que {my, ,mqu} =11, .., p%l .

Multiplicando as congruéncias a - j = ¢;m; (mod p), temos
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)561~€2---6p%1~m1m2~~mp%1 (mod p).

et (P 1Y, p—1y,
a 9 = €1 " €2 GLEI 9 .

A luz da invertibilidade de (’%1)! (mod p), segue que
a7 =€ -€-ccepa (mod p).

Pelo o Critério de Euler, temos

a

— | =€ €1 (mod p).
(p) e (modp)

a
Visto que (—) )€1 €20 €p1 € {—1,1}, concluimos que
p

a
(5) 2 R A~ (=1)%,

sendo s o numero de elementos em €y, ..., €p—1 iguais a a — 1, isto é, o nimero de ele-
2

. 1 . . , .
mentos do conjunto {a, 2a, ..., %5=a} tais que, seu resto, na divisao por p, é maior que 1.

No teorema abaixo, para a € [0,00), denotaremos por |a| como a parte inteira de a.
Enfim o Teorema da Reciprocidade Quadratica.

Teorema 20: Reciprocidade Quadratica

1. Sejam p e ¢ primos impares distintos .Entao :

2. Seja p um primo impar. Entao

(g) _ e :{ 1 sep=+1 (mod 8)

P —1 sep=+3 (mod )

DEMOSTRACAO: Recorreremos ao Lema de Gauss para provarmos o item 2. Se

p =1 (mod 4), ou seja, p = 4k + 1, temos p%l = 2k. Entao seja 1 < 25 < p%l

para j < k e ’%1 <2j<p-—1parak+1<j <2kNote que ha k elementos em
{k+1,...,2k}.
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Temos:

<g> (L1t — {_1, sep=1 (mod 8)

p 1, sep=5 (mod 8)

Se p=3 (mod 4), digamos p = 4k +3, temos (p—1)/2=2k+1. Com 1 < j <k
temos 1 < 25 < 7%1. Para k+1 < j <2k + 1, ha k elementos em {k + 1,...,2k},
temos 1%1 <2j<p-—1, em que

(g) _ (k= {17—1, sep=3 (mod 8)

p sep="7 (mod 8)

Por fim, note que 21 § ym numero inteiro par quando p = +£1 mod 8. E

8
I% ¢ um numero impar quando p = 3 mod 8. Para provar o item 1 da Lei da

Reciprocidade Quadratica, vamos mostrar que

q—1 p—1

Bl £l

. =+ = 1

R e "
e que

(%) - "2 qu 2)

g=1
2 .
O somatdrio Z L@J é uma contagem de pontos de coordenadas inteiras no
- q
=1
interior de um retangulo de vértices (0,0), (p/2,0), (0,q/2), (p/2,q/2), acima da reta
Yy = 9y,
p—1
2 iq
O somatério Z L—J ¢ uma contagem de pontos de coordenadas inteiras no
4 p
=1
interior de um retangulo de vértices (0,0), (p/2,0),(0,q4/2), (p/2,q/2), abaixo da reta

_4q
Y= —x.

p
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(0.9/2) 4

o — 1
2 . #

' +t
Z Lipontos -

q i

i=]

(p/2.0) *

Figura 3.2: Grafico dos pontos.
Fonte: Feito no GeoGebra inspirado no gréfico da pagina 93 de [/]

Para mostrar a segunda equagao, primeiro item, é suficiente verificar que

igJ_s ot 2

em que s ¢ como no Lema de Gauss aplicado para a = q. Seja r; o resto da divisao

de g por p, de modo que iq = L%’J p + r;. Somando e utilizando a notagao da
demonstracao do Lema de Gauss, obtemos

qji:ipjii L%J + > mit Y (p—my).

ri<p/2 ri>p/2

Tendo em mente p e ¢ sao impares médulo 2 temos

ii_iL%J + Y mit Y, (L+m). (mod2).

ri<p/2 Ti>p/2
Note que {mq, ma, ...,m%}:{l, 2, ..., 7%1} Logo

p—1

2 2 - 2 2 .

. ip _ iq

1= —|+) i+ 1. (mod 2) se, e somente se, {—J =s (mod 2).
DI LD D SRR > (mod 2)

=1 ri>p/2 i=1 p
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q—1

2 .
i
De modo analogo, verifica-se que {—pJ = s mod 2. em que s é como Lema de
i=1
Gauss aplicado para a = p. A prova esta concluida.



Ternas Pitagoricas

Este préximo capitulo foi baseado no estudo realizado em [9]. Muito mistério
h& em volta da figura de Pitagoras. Pelo que se sabe, Pitdgoras nasceu na ilha de
Samos, na antiga Grécia, em meados de 572 a.C.. E provavel que Pitagoras fosse
discipulo de Tales, grande filésofo e matematico grego. Depois de passar alguns anos
no Egito, Pitagoras foi a uma colonia grega, situada no sul da Itélia, e 14 fundou a
famosa escola pitagérica, um local criado para o estudo da matematica, filosofia, e
ciéncias naturais.

Figura 4.1: Pitagoras
Fonte: https://bityli.com/XFOoGEAx acessado dia 19/10/2022 as 15:30h.

Segundo registros historicos, uma das maiores contribui¢oes da escola pitagérica
é o Teorema de Pitagoras, que diz que dado um triangulo retangulo, a soma dos
quadrados das medidas dos catetos (lados que formam o angulo reto) é igual ao
quadrado da medida da hipotenusa (lado oposto ao angulo reto), ou seja, se ¢ é a
medida da hipotenusa, e b e a sao as medidas dos catetos, é correto afirmar que

A =a®+ v

24
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Definigao 15: Sejam a,b e ¢ € N*. A terna (a, b, ¢) é pitagérica se :
a> +v* =2

Uma terna pitagdrica é dita primitiva se o mdc(a,b,c) = mdc((a,b),c) = 1. Dito
isto nosso objetivo é encontrar este tipo de terna pitagérica. Podemos supor a,b e ¢
relativamente primos dois a dois, tendo em vista que se existe um p primo tal que
p|lmdc(a,b) implica que pla® + b* e, consequentemente, p|c. Podemos observar que a
e b ndo podem ser pares ao mesmo tempo no caso em que (a,b, ¢) é primitiva. Logo
podemos supor a fmpar. Além disto observemos que (2k +1)? =4k? + 4k +1=1
(mod 4) e (2k)?> =0 (mod 4), ou seja, quadrados perfeitos sdo congruentes a 0 ou 1
moédulo 4. Portanto b é par , pois se b é impar temos ¢? = a? + b* = 2 (mod 4), o
que é impossivel. Resumindo temos a par, b impar e ¢ impar também.

Assim:

V=c—a*=(c—a)(c+a).

Seja d = mdc(c — a,c + a). Entdo d divide
(c—a)+(c+a)=2ce(c+a)—(c—a)="2a,

ou seja, dlmdc(2a,2¢) = 2mde(a,c) = 2, pois mde(a,c) = 1. Mas como c—a e c+a

sao ambos pares, temos d = 2 e mdc( “ ‘:JFT“) = 1. Podemos entao dizer que

O () ).

sao relativamente primos e seu produto é um quadrado

c+a cC—a

Como e

perfeito, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, segue que cada um destes fatores
deve ser o quadrado perfeito de um numero natural. Logo temos,

ct+a 9 c—a 9

m-, 2
2 2

=n”, b = 2mn, pois b* = (c — a)(c = a) = 4m*n?,

sendo mdc(m.n) = 1.
Em termos de m e n, temos a, b, c como:

a=m?—n? b=2mn c=m?+n? comm > n.

E como ¢ e impar, a paridade de m é diferente da paridade de n.
Pode-se verificar que se (a, b, ¢) é uma terna pitagérica, entao

a b c
mdc(a,b,c)” mdc(a,b,c)” mde(a,b,c)
é primitiva.

Exemplo 13: Vamos encontrar todas as ternas primitivas de nimeros (a,b,c) tais
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que a?,b?, c? estdao em progressao aritmética.
A diferenca de dois termos consecutivos é constante numa progressao aritmética,
logo vamos dizer que a terna seja (a,b,c), assim:

b2_a2202_b27

ou seja, a® + ¢ = 2b?, e disto temos que a e ¢ tém a mesma paridade. Assim
cta
2 Y
Substituindo, temos:

s = %% temos c=7+sea=r—s. Note que mde(2, S2) = 1.

tomando r = 5

20° = a*+c* = (r—s)>+(r+s)? = [r*=2rs+c*|+[r*+2rs+c*] = 2r°+25% = 2(r*+s%).

Isto é,
b =r? + 2
Logo existem m e n inteiros para terna (r, s, b) tais que
2 2

r=m°—n s=2mn b=m?*+n?

com m > n, mde(m,n) = 1.
Ou seja temos

a=|m?*-n*-2mn| b=m?*+n* c=m?—n’+2mn com m > n e mdc(m,n) =1

Assim determinamos todas as ternas primitivas que satisfazem a condicao.
Exemplo 14: Vamos resolver em inteiros positivos a equagao
2yt = 2
Fazendo uma manipulacao simples, podemos concluir que a equacao acima é
22+ = <ﬁ> g
z

O que nos diz que 22 +y?* é um quadrado perfeito. Seja t = “. Temos entao 224y =

equivalente a

t? para algum inteiro positivo t. Seja d = mdc(x,y,t). Entao x = ad,y = bd,t = cd,

em que a, b, c € N*, com mdc(a,b,c) = 1. Entao temos que z = %’ e

a’ +b* = 2

Usando o fato que ¢ | abd e mdc(a,b,c) = 1, deduzimos que c|d ,ou seja , d = ke, k €
N*. Dai

r=oad=kac, y=0bd=kbe, t=cd=ke* z=kab.

Utilizando o resultado geral das ternas pitagdricas primitivas (a, b, ¢), a = m*—n? b =
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2mn, ¢ = m? + n?, temos

z = k(m* —n?), y = 2kmn(m® +n?), 2 = 2kmn(m* — n?)
sendo que k,m,n € N* e m > n e mdc(m,n) = 1.
4.1 Método Geométrico

Usando ferramentas de geometria analitica, iremos resolver alguns problemas
envolvendo ternas pitagoricas e algumas variagoes.

Exemplo 15: Determine todas as solucoes inteiras da equacao a? + 2b% = 11¢%.

3m—n

n

Figura 4.2: Intersecao da reta com a elipse
Fonte: Autor, baseada na figura da pag. 122 do texto [9].

Divida a equacao por ¢?. Teremos

2 b\ 2
(%) +2 (—) —11
c c

Sejam z = ¢ ey = % Temos 22 + 2y? = 11, que geometricamente falando,
representa uma elipse centrada na origem do plano cartesiano. Vejamos os pontos da
elipse (3,1),(3,-1), (-3,1), (-3,-1) e o ponto (¢, l—c’) Seja entao a reta que passa pelos
pontos (-3,-1) e (2, %) Denotaremos a inclinagao desta reta por -*. Entao a equagao
da reta sera:

m 3m—n

m
n n n

Os pontos de intersecao entre a reta e a elipse sao dados pelas raizes da equacao
11 = 2? + 2(Zx + 2™1)2 Resolvendo esta equagao temos:

n
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n?+2m? , m(3m—n) _9m? — 6mn + n?
=7 +2 :

11 3 + 4z 3 3
n2
Multiplicand ao de ci —_—
ultiplicando a equagdo de cima por ————
24 4m(3m —njr 3n? 4+ 4mn — 6m? _o,
n?+2m n? + 2m?
sendo que 2- W@# —11=-3- WZL‘#. E como o ponto (—3,— 1) pertence

tanto a reta quanto a elipse, temos que x = —3 é solucao da equacgao. Além disso,
temos que o coeficiente independente de uma equacao quadratica, com o coeficiente
lider igual a 1, é o produto das raizes. Portanto, a outra raiz é

a 3n? + dmn — 6m?
—_ = gj =
n? + 2m2

E assim, substituindo ¢ em y = Zx + 3mn_”, temos:

b_m(3n2+4mn—6m2)+3m—n 2m? + 6mn — n?

c n n? 4 2m? n n? + 2m?
2 _ 2 2 _n2 ~ . - s . .
E como ¢ = W#ﬁ” e g = %, entao existirda um k inteiro tal que:

k k k
a= E(an + 4dmn — 6m*), b= 3(27”2 +6mn —n?), c= E(n2 +2m?)

em que d = mdc(3n* + 4mn — 6m? 2m? + 6mn — n?).

4.2 Método Aritmético Modular

Como vimos anteriormente, podemos usar outras areas da matematica para nos

ajudar. Vejamos como podemos utilizar a aritmética modular para resolver certos
problemas.

Exemplo 16: A equacao x? = 3y? + 8 ndo possui solucao em inteiros x e y.

Analisemos esta equacao, estrategicamente, modulo 3.
r*=3y* +8 (mod 3) implica que 2> =0+ 2 (mod 3)

o que implica em 22 = 2 (mod 3).

Vejamos entao se isto é possivel. Se x = 1 (mod 3), entao z2 = 1 (mod 3), e
se x = 2 (mod 3), entdao 22 =4 =1 (mod 3) e é obvio que se x = 0 (mod 3), 22
também o serd. Logo ¢ impossivel que aconteca o caso x*> =2 (mod 3). A equagio
diofantina nao possui solugao.

Exemplo 17: Nao existe solucao em inteiros positivos x,y,z com z > 1 para a
equacao

(z+1°+ (@ +2)2 4+ (x+3)°+ -+ (+99)° =y~
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De fato, utilizaremos os seguintes fatos bem conhecidos: 1+2+3+...4+n = @

e 12 + 92 + o —|—’I”L2 _ n(n+1)6(2n+1)

matematica. Vejamos entao que:

. Tais igualdades podem ser verificadas por indugao

Y =(@+1)2+@+2)>+@+3)7+ -+ (x+99)°
=992 +2(1+2+3+ - +99) + (1" +2° + 3%+ --- 4+ 99%)
2-99-100  99-100-199
T+

= 9972
x° + 6

= 33(3z 4+ 300z + 9950).

O que implica que 3 | 5, e como z > 2, temos que 3? | y*. Note que (322 + 300x +
9950) = 2 (mod 3). Logo vemos que hd uma contradigao pois 3%  33(32+300z+9950),
em outras palavras, nao existe solucao em inteiros x, y, z com z > 1 para a equagao.

4.3 Método da Fatoracgao

Como ja vimos antes, existem diferentes métodos de resolucoes de equacgoes
diofantinas. Vejamos agora mais um, comecemos primeiro com um exemplo.

Exemplo 18: Determine todos os triangulos retangulos, de lados inteiros, em que
um dos catetos mede 30.

Queremos achar as solucoes da equacao a?+900 = ¢, sendo a e ¢ inteiros positivos.
Observe que

a? 4+ 900 = ¢ o que implica que 900 = ¢* — a?, logo 2% - 3% - 5% = (¢ + a)(c — a).

Note que ¢ — a e ¢+ a possuem a mesma paridade e sao distintos, e mais ainda,
eles sao pares. Logo temos que distribuir os fatores de 900 em 2 ntmeros pares,
vejamos as possibilidades:

¢+ a =450 c+a=150 c+a=90 c+a =50
) ) e
c—a=2 c—a==6 c—a=10 c—a=18

Temos as ternas (30, 224, 226), (30, 72, 78), (30, 40, 50), (30, 16, 34).

Perceba que no exemplo usamos fatoracao dos termos para resolver a terna, e é
esta estratégia que damos o nome de método da fatoracao. O método consiste em
resolver uma equagao fi(z1,xe, - ,xy,) - fo(T1, 22, ,xn) - folT, @0, 2,) =
a com a € Z e os termos fi, fo, -+, fr s@o polindmios com coeficientes inteiros.
Posteriormente fatoramos a em fatores primos, conseguimos um nimero finito de
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decomposicao em inteiros ag, as, ..., ar. A partir deles formamos os sistemas:

p

fl('rlax27”' 73771) = ax
fz(iﬂl,ﬂ?m"' 7$n) = a2
\fk(ﬂilw’lfz;"' 7xn> = Qg

E as solucoes deste sistema coincidem com as solugoes da equacao.



Teorema de Lagrange

Este capitulo é baseado no no livro [7] e no trabalho [3]. Em meados de 1770,
o matematico inglés Edward Waring apresentou um problema que ficou conhecido
como Problema de Waring. Este problema pergunta se para cada inteiro k, existe a
ele associado um inteiro positivo s de tal forma que qualquer natural n possa ser
representado pela soma de no maximo s potencias de ordem k. Na mesma época,
Lagrange ficou sabendo deste problema e formulou uma resposta para um caso, esta
resposta ficou conhecida como Teorema de Lagrange.

O Teorema de Lagrange, que veremos mais abaixo, consiste em resolver o pro-
blema de Waring para £k = 2, sendo s = 4 o menor s que podemos resolver o
problema.Vejamos agora a definicao mateméatica do Problema de Waring:

Definicao 16: Problema de Waring. Para um determinado k, serd que existe um
nimero fixo s = s(k) tal que a equagao

k k k k
n=x+xryt+rg+---+x

tenha solucao para todo n € N7

Agora enunciaremos alguns teoremas que serao usados para provar o Teorema de
Lagrange.

Teorema 21: Seja p um primo impar, temos que:

Ilsep=1 (mod 4)

—1sep=3 (mod4)

DEMONSTRAGAO: Com base no Critério de Euler (capitulo 3, Teorema 15),

—1

sabemos que (_—) = (—1)2 (mod p). Sendo p um primo impar, duas situagoes
p

31
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podem ocorrer,

1) p=

1 (mod 4), ou seja, existe, k € Z tal que, p = 4k + 1.
2) p=3 (mod4), ou seja, existe, k € Z tal que, p = 4k + 3.

—1 -1
No primeiro caso, P 5 = 2k e, portanto, (—1)%* =1 = (—) (mod p). Isto
p

mostra que (—) =1sep=1 (mod4).
p

-1
Quando temos p = 3 (mod 4), 2 =2k + 1 e, consequentemente, (—1)%+1 =
1 _
—-1= (—) (mod p). Assim (—) —1,se p=3 (mod 4).
p p
|
Teorema 22: Seja p um primo, a congruéncia r?> = —1 (mod p) tem solugao se, e

somente se, p =2 ou p =1 (mod 4).

DEMONSTRACAO: Inicialmente, suponha que p = 2 ou que p é um primo impar
congruente a 1 médulo 4. Quando p = 2, a congruéncia z2 = —1 =1 (mod 2) tem
solugdo, a saber : x =1 (mod 2).

-1
Quando p = 1 (mod 4), segue do Teorema 21 que (—> = 1, isto é, a congruéncia
p

2?2 = —1 (mod p) tem solugao.
Para finalizar, vamos analisar o caso em que p = 3 (mod 4). Novamente pelo
—1
Teorema 21, temos que (—) = —1, quer dizer, a congruéncia z> = —1 (mod p)

nao tem solucao.

Teorema 23: Para todo primo p, existem a, b, c € Z , tais que a congruéncia a seguir
¢ satisfeita:
a®+b*+c2=0 (mod p).

DEMONSTRACAO: Vejamos, no caso em que p = 2 é evidente, basta tomar a
=b=1ec=0. Teremos 1> + 12+ 02 = 0 (mod 2). J4 no caso em que p = 1
(mod 4), se tomarmos b =1 e ¢ = 0, teremos que ter a como a solugao da equagao
r? = —1 (mod p). Como vimos pelo Teorema 22, esta equagao possui solugao,
uma vez que p = 1 (mod 4). Por fim, basta olhar os casos em que p = 3 (mod 4).
Para estes casos, tomaremos ¢ = 1. Mostraremos a existéncia de solucao para a
congruéncia x? + > = —1 (mod p). Sabemos que existem, médulo p, apenas ;%1
residuos quadréticos e o mesmo nimero de residuos nao quadraticos. Entao seja d o
menor residuo nao-quadratico positivo em {0, 1,...,p — 1}. Daf temos:

(9
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por definicao. Pelo Teorema 21 temos que (%) = —1, ou seja,

- E) Q)=

Logo —d é um residuo quadratico médulo p. Por —d ser um residuo quadratico
médulo p, a congruéncia quadrética 22 = —d (mod p) tem solucao.

Mostraremos agora que existe b inteiro tal que > = d — 1 (mod p). Ao fazer
isso, teremos que x* + y?> = —1 (mod p) tem solugdo. De fato, 1 <d—1<d. Da
minimalidade de d, segue que y*> = d — 1 (mod p) tem solugao. O teorema esta

demonstrado.
[ |

O proximo resultado é um teorema classico da teoria dos nimeros. Trata-se do
Teorema de Fermat da soma de dois quadrados. O leitor interessado pode encontrar
uma prova deste teorema na pagina 255 de [3].

Teorema 24: (Fermat) Um inteiro positivo é um quadrado ou a soma de dois
quadrados de niimeros naturais se, e sé se, ele é da forma

a =20, p,,

sendoque [ =0,1; b N* ,r>0eo0sp;, comi=1,2 .. r sao primos distintos da
forma 4k + 1.

O Teorema de Fermat nos mostra que nem todo nimero inteiro positivo pode ser
escrito como como a soma de dois quadrados. Um exemplo disso é o nimero 19.

Teorema 25: Todo ntumero inteiro da forma 8a + 7, com a € Z , nao pode ser
expresso como soma de trés quadrados

DEMONSTRAGAO: Observe que todo ntiimero da forma 8a 4 7 é congruente a 7
modulo 8. Observe também que:

0°=0 (mod 8)
1’=1 (mod 8)
22 =4 (mod 8)
3=1 (mod 8)
42=0 (mod 8)
5’=1 (mod 8)
6°=4 (mod 8)
7?=1 (mod 8)
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Com estas oito congruéncias e alguns calculos de rotina, verificamos que a soma de
trés quadrados nunca é congruente com 7 médulo 8. Logo a equacao a® +b* +c2 =7
(mod 8) nao possui solugdo em inteiros, o que conclui a demonstragao do teorema.

Consequentemente, nem todo nimero inteiro positivo se escreve como a soma de
trés quadrados. Um exemplo é o nimero 7.

Sejam a,b,c,d,r, s, t,v inteiros. A partir de manipulacoes algébricas usuais,
podemos expressar (a? + b? + ¢ + d?) - (r® + s*> + t? + v?) como a soma de quatro
quadrados. Esta forma de reescrever (a? +b* + ¢ + d?) - (r* 4+ s* + t* + v?) esta
descrita na identidade abaixo, a Identidade 1.

Lema 25.1: (Identidade 1) Sejam a,b,c,d,r,s,t,v € Z. Sejam também, g = a® +
P+ +d® h=r*+s2+t2+0%, i=ar+bs+ct+dv,j=as—br—cv+dt, k=
at +bv —cr —ds, | =av — bt + cs — dr.

Entao vale a seguinte identidade:

g-h=+7+k+1%

Teorema 26: Teorema de Lagrange
Todo ntimero inteiro positivo possui uma representagao como a soma de quatro
quadrados
n=a’+b+c+d.

DEMONSTRACAO
Como vemos pela Identidade 1, o produto entre duas somas de quatro quadrados
também é uma soma de quatro quadrados. Mostraremos que todos os primos podem
ser escritos como a soma de quatro quadrados.
Temos que 2 = 12 + 12 + 02 + 0. Para p primo impar , pelo Teorema 23, existem
a,b,c € 7 tais que
(1) a®>+bv*+c*=0 (mod p).

Ou seja
(2) a® 4+ b* 4+ d* = Mp,

com M inteiro e d = 0. Considere o conjunto dos multiplos de p que podem ser

escritos como a soma de quatro quadrados a® + b? + ¢ + d?, com d no intervalo

[0, g) Note que este conjunto é nao vazio, pois Mp é um elemento deste conjunto.
Entao existe um m minimo inteiro positivo que satisfaz:

A+ +E+d*=mpcomde [0,%).

Note que podemos tomar a, b, ¢ no intervalo [O, g), uma vez que os termos estao

ao quadrado em (1) e estamos trabalhando médulo p.



Capitulo 5. Teorema de Lagrange 35

Logo
2
mp =a®>+ b+ +d? <4(§> = p? o que implica que m < p.

Agora basta provar que m = 1. Logo vamos supor por absurdo que m > 1. Separemos
em dois casos, m impar e m par.
Seja m > 1 e m impar. Em

A+ +E+dE=mp

podemos escolher aq, by, c1,d; em [O, %) tais que,
a=a; (modm), b=b; (modm), c=c¢; (modm), d=d; (mod m).

E daf temos que a? + b+ ¢ +d? =0 (mod m), o que garante a existéncia de m’ > 0
tal que

m

a2 4+ b3+ ¢ +di = mm/, com m’ < m pois ay, by, c1,d; < 5

Supor m’ = 0 nos leva a um absurdo, pois se m’ = 0 temos que a?+b2+ci+ds = 0

e portanto, a; = b; =c¢; =d; =0. Logoa=b=c=d=0 (mod m), o que implica

m?|mp, dai, m|p, isto é absurdo, pois m > 1 e p é primo maior que m. Logo m’ # 0.
Usando a Identidade 1, temos:

mpm'm = (a*> + 0> + A+ d?)(a? + b} + ]+ d3) = v +v* +w? + 2 (3)

Em que u = (aa; +bby+cc1+ddy), v = (aby —bay —cdy+dey), w = (acy +bdy —cay —dby)
e x = (ady — bey + ¢by — day). E como a = ay, b =by, ¢ =c¢, d=dy (mod m) e
a’ = aay, b = bby, * = cey, d* = dd; (mod m) vemos que todos os termos do lado
direito, dentro dos parénteses, sdo multiplos de m. Logo existem inteiros @, b, ¢, d,
tais que (3) pode ser escrito como

m*m'p = (@m)? + (bm)* + (em)? + (dm)>.

Ou seja, m'p = (@) + (b)? + (€)2 + (d)? com m’ < m, o que nos leva ao absurdo.
Isso ocorre porque m é o menor inteiro positivo tal que mp se escreve como a soma
de quatro quadrados.

Resta-nos agora mostrar que no caso m par também podemos encontrar m < m
tal que mp é a soma de quatro quadrados.

E f4cil ver que, para m par, necessariamente os inteiros a, b, ¢ e d devem ser todos
pares, dois pares e dois impares ou todos impares. Em qualquer um destes trés casos,
podemos escolher a, b, ¢ e d satisfazendo a = b (mod 2) e ¢ = d (mod 2), o que nos
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permite escrever:

@_E2+92+22+6_12_ a—>b 2+ a+b 2+ c—d 2+ c+d 2
Py =5 T3 Ty Ty =\ 2 2 2 ) -

Portanto, tomando m = % < m, obtemos uma expressao para 7mp como a soma

de quatro quadrados, o que é um absurdo.

Pelas observacoes feitas anteriormente, concluimos que m = 1, ou seja, o primo p
pode ser expresso como soma de quatro quadrados.

O resultado geral segue do Teorema Fundamental da Aritmética e da Identidade
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Ultimo Teorema de Fermat para n =
3ed

Este capitulo foi escrito baseado em [1] e no livro [4]. Enunciado por Fermat em
1637, este teorema, conhecido como Ultimo Teorema de Fermat, intrigou, por muitos
e muitos anos, por volta de 300 anos, varios matematicos. Somente em 1995 Andrew
Wiles, com apoio de Richard Taylor, conseguiu provar o teorema.

Figura 6.1: Andrew Wiles.
Fonte: (https://bityli.com/IxirZ) acessado em 10/06/21.

Nesta parte iremos ver uma prova do Ultimo Teorema de Fermat para os casos
n =3 e n = 4. Primeiramente vejamos o enunciado deste teorema.

Teorema 27: (Ultimo Teorema de Fermat)
A equacao ™ + y™ = 2" nao possui solucao em inteiros positivos quando n é um
nimero natural é maior que 2.

37
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Figura 6.2: Pierre de Fermat.
Fonte:(https://bityli.com/mts8i) acessado em 10/06/2021.

Este famoso teorema, como dito anteriormente, intrigou os matematicos por mais
de 300 anos até ser provado. Lagrange e Euler sao alguns exemplos de pessoas que
tentaram resolver este problema, este iltimo ainda conseguiu provar o caso n = 3.
Fermat, em suas anotacoes, as margens do livro Aritmética de Diofanto, escreveu
que tinha a prova e que era bela, porém nao caberia naquele espaco. Todavia esta
prova nunca foi encontrada.

Agora, vamos ver estes casos, para provarmos o caso n = 4, usaremos o Descenso
Infinito de Fermat.

Definicao 17: Descenso Infinito de Fermat.
O método do Descenso Infinito de Fermat consiste em :

1. Suponha que a equagao dada possui solucao .
2. Dai suponha que exista uma solugao, de alguma forma, minima.

3. E por fim, encontre uma solu¢ao menor do que a minima, contradizendo a
hipdtese de existir uma solucao.

A resolugao do problema abaixo implica o Ultimo Teorema de Fermat paran =4

2

Teorema 28: A equacdo z* + y* = 22 nao possui solucao em inteiros positivos.

DEMOSTRAGAO: Suponha que exista uma solugao x,y,z > 0. Logo existe a
solucdo (a,b,c) com ¢ minimo. Em particular temos que mdec(a,b) = 1, pois se
a b ¢

mdc(a,b) = d > 1, poderfamos substituir (a,b,c) por (5, 3, 7z) que é uma solucao

com ¢ menor. Agora observe que
a* 4+ b* = ¢ o que implica que (a*)* + (b*)* = 2.

Logo (a? b2, ¢) é uma tripla primitiva, ou seja, existem m,n € Z com m +n impar
e mdc(m,n) = 1, tais que
a? =m? —n?, b = 2mn, c=m?+n’

Como m e n possuem paridades distintas, neste caso temos que m é impar, pois caso
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o contrario terfamos m = 2een =2f +1come,f € N, eentao a?> =0—1= 3
(mod 4), absurdo. Isto porque a®> =0 (mod 4) ou a®> =1 (mod 4).

Observando que b* = (2n)m é um quadrado perfeito e mdc(2n,m) = 1 (pois
mdc(m,n) = 1 e m é impar), concluimos que tanto 2n como m sao quadrados
perfeitos. Podemos encontrar inteiros positivos s e t tais que

on=s% m=t.

Por outro lado, dado que a* + n? = (m? — n?) + n? = m?, existirao inteiros

positivos ¢ e j, sao relativamente primos, tais que

a=i—7j% n=2je m=1i+j%

Portanto, —‘f = § =1j; logo, i e j serao quadrados perfeitos. Digamos i = u? e
. 2
j = V~.

2

Logo, temos que m = i? + j2,i = u?,j = v* e m = t?, consequentemente,

2 =t + o,
Isto é, (u,v,t) é outra solu¢do da equagao original. Porém,

t§t2:m§m2<m2+n2:c,

et # 0, pois m é diferente de 0. Isto contradiz a minimalidade de ¢, o que conclui
a demonstracao.

Teorema 29: (Ultimo Teorema de Fermat para n=4)
Nao existem inteiros z,y e z tais que z* + y* = 2%

DEMONSTRACAO Suponha por absurdo que existam inteiros positivos z/,1’ e
2 tais que (2/)* + (v/)* = (2/)%. Sendo assim (2')* + () = ((2/)?)%. Ou seja a
equacao x* 4+ y* = 22 possui solucdo no universo de inteiros positivos. Este fato vai
de encontro com o teorema anterior. Contradicao.

Vejamos agora alguns resultados que serao usados na demonstragao do caso n = 3.

Lema 29.1: Lema de Thue

Sejam m um numero natural maior que 1 que nao seja um quadrado perfeito e
a € Z tais que mdc(m,a) = 1. Entéo existem inteiros ndo nulos z,y com |x|,|y| < v/m
tais que ax =y (mod m).

DEMOSNTRACAO
Seja ¢ = /m. Entdao ¢* = m, e por isso, ¢ + 1 > m, com m > 1. Considere
como axr — y em que x e y podem assumir os valores de 0,1, 2,3, ...,¢. O conjunto
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A={(z,y) € Z* 0 < z,y < q} possui (¢+1)? elementos. Como s6 existem m restos na
divisao por m, pelo Principio da Casa dos Pombos, temos que, modulo m, existirao
dois nimeros axr; — y; € axs — Yo congruentes. Disto temos que a(x; — x2) — (y1 — y2)
é divisivel por m.

Observe que:

0 < zi,y; < v/m implica que |21 — 22|, [y1 — 2| < V/m.

Se 1 — x9 = 0, temos m | y; — y2 0 que implica y; = yo. Mas isso é um absurdo
pois (z1,y1) # (x2,y2). De forma andloga, se y; — yo = 0, teremos m | 1 — xs 0
que implica x1 = x5, novamente um absurdo. Sendo assim tomamos © = x; — x5 €
Y=Y — Y2

[ |

—d
Exemplo 19: Sejam d € {1,2,3} e p > 3 um primo tal que (—> = 1, entao
p

existem x , y inteiros tais que p = y? + da?

DEMONSTRACAO Por hipdtese, (;Td) = 1. Logo a congruéncia 2 = —d (mod p)
tem solugdo. Existe a € Z tal que a®> = —d (mod p). Note que mdc(a,p) = 1. De
acordo com o Lema de Thue, existem inteiros x e y, com 0 < |z, |y| < /p, tais que

(ax +y)(az —y) =0 (mod p),, isto é, a®2? —y* =0 = —a’d —y* (mod p)

Visto que a*d+y =0 (mod p), p | a®d +y. Aluzde 0 < ], [y| < /P, segue que
0 < y?+dz* < (d+ 1)p e, portanto, y* + dz? = kp para algum k € {1,2,...,d}.

Se k = d, temos y* + dz* = dp. Deste modo, y? = d(p — z*) e consequentemente
d | y*. Recorde-se que d € {1,2,3}. Deste modo, segue que d | y. Por d | y, sabemos
que existe [ € Z tal que y = dl. Desta feita, d?I> + dz? = dp. Ao dividir os dois
membros por d temos dI? + 2 = p. A seguir, analisaremos os casos d =1, d =2 e
d = 3.

Se d = 1, a igualdade pode ser escrita como [? + 22 = p.

Se d = 2, tendo em mente que y? + dz? = kp para algum k € {1,2}, podemos ter:
y? + 222 = p ou y? + 222 = 2p. Neste 1ltimo caso, k = d = 2. Ao substituir d por 2
em di? + 2% = p, concluimos que 2[? + 22 = p.

Se d = 3, trés situacoes podem ocorrer com y? 4 dxz? = kp, sao elas: y? + 322 = p,
y? + 322 = 2p, y* + 322 = 3p. No caso em que y? + 32?2 = 2p, nao é dificil
constatar que x e y tem a mesma paridade. Se z e y sao ambos pares, 4 | y? + 322
Consequentemente 4 | 2p, o que é um absurdo, pois p é um primo fmpar. Se z e
y sao ambos impares, existem kj e ko inteiros tais que ©z = 2k +1 e y = 2ky + 1.
Assim y? = 4k3 + 4k2 + 1 e 2? = 4k? + 4k, + 1. Independente, se k; e ky é par ou
fmpar teremos z? = y*> = 1 (mod 8). Logo, médulo 8, a igualdade y* + 3z% = 2p se
reduziria a y? + 322 =1+ 3-1 = 2p (mod 8). Ou seja, 8 | 2p — 4 com p primo fmpar.
Isto é um absurdo, pois 8 | 2p — 4 implica 4 | p — 2. Concluimos assim que o caso.
Concluimos assim que o caso y? + 3z? = 2p nao pode acontecer.
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Por fim, temos o caso y? + 322 = 3p. Nesta situacao, k = d = 3. Portanto, ao
substituir d por 3, em dI? + 2 = p, obtemos 31% + x? = p.

Lema 29.2: Todas as solucoes de 2 = 3% + 32 em inteiros positivos tais que o
mdc(z,y) = 1 e z impar sao dadas por

2z =m? + 3n?, y:m3—9mn2, r = 3m?*n — 3n®
com m + n impar e mde(m,3n) = 1.

DEMONSTRAGAO : Verificaremos inicialmente que esses valores satisfazem a
equacao. Temos que:

(m? 4+ 3n?)® = m® 4+ 9Im*n? + 2Tm?*n* 4- 2705 =
(m®—18m*n>+81m*n*)+(27Tm*n?—54m>*n* +27n%) = (m*—9mn?)*+3(3m?*n—3n*)2.
Ou seja, estes numeros satisfazem a equacao.
Como m + n é impar, ambos possuem paridades distintas e disto temos que
z = m? + 3n? também é fmpar.
Outro fato é que mdc(m?® —9mn? 3m?n — 3n?) = mdc(m(m? — 9n?), 3n(m? — n?)).
Pelo Teorema 4 e pelo fato de que mde(m, 3n) = 1, segue que,

mdc(m(m?* — 9n?), 3n) = mdc(m* — 9n?, 3n)
= mdc(m? — 9n® + 3n - 3n, 3n)
= mdc(m?,3n) = mdc(m m, 3n)
(

= mdc(m, 3n) =

De modo andlogo, usando o fato de que mdc(m(m? — 9n?),3n) = 1,
mdc(m(m? — 9n?),3n(m? — n?)) = mde(m(m? — 9n?),m? — n?). Calcularemos

mdc(m(m? — 9n?), m* — n?). Primeiro observe que

mdc(m,m? — n?) = mde(m, m* —n*> —m - m)

= mdc(m, —n?)
= mdc(m, n?) = 1,
pois 0 mde(m,3n) = 1. De fato, como m e 3n ndo possuem fatores comuns, m e

n também nao possuem, e por decorréncia disto m e n? sao relativamente primos.
Dai, como mdc(m, m? — n?) = 1, temos mde(m(m? — 9n?),(m? — n?)) = mdc(m? —
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9n? m? — n?). Vejamos entao o mde(m? — 9n?, m? — n?):

mdc(m? — 9n* m? — n?) = (m* — In® —m?* + n* m? — n?)
= mdc(—8n*,m* — n?) = mdc(8n*, m* — n?)
= mdc(8n? + 8m?* — 8n*, m* — n?)
= mdc(8m?*, m* —n?) = 1.

mdc(8m°, m* —n~) = is o m e m* — n” sao relativamente prim
De fato mdc(8m?,m? —n?) = 1, pois 0 m e m? — n? sao relativamente os e,

consequentemente, m? e m? — n? também serao, assim como 8m? e m? — n%. Note
que m? — n? é impar.

Provamos assim que mdc(z,y) = 1, em que = 3m*n — 3n? e y = m® — 9mn?.

Provaremos agora a reciproca. Suponha que a equagdao possua uma solucao
(x,y,2) . Seja p um primo tal que p | z. Como z é impar, temos p > 3. Observe que
se p | x, como p | z, entdo p | y; absurdo pois mdc(z,y) = 1 . De modo andlogo,
verificamos que p{y. Logo p ndo divide nem z e nem y e é maior que 3.

Como p | z, p | 2% e, por consequéncia, p | y? + 322 se, e s6 se, y> = —3x? (mod p).
Como ja vimos p 1 x, e mde(x,p) = 1, dai temos que x é invertivel médulo p. E por
este fato temos que (_73) =1 e pelo Teorema da Reciprocidade Quadratica e pelo
Coroldrio 19.1, vistos no capitulo 3,(§) = 1. Usando o exemplo 17, sabemos que
existem inteiros m; e n; tais que p = m? + 3n?. Com as ideias da primeira parte
da prova, p* = d?® + 3c¢?, em que d = m? — 9mn? e ¢ = 3m?n; — 3n? em que o
mde(p,d) = mde(p,c) = 1, assim como mdc(p,my) = mdc(p,nq) = 1.

Por indug¢ao matematica em z, se z = 1, entao a unica resolugao é x = 0,
y = 1. Dito isto, suponhamos que valha para todo z com k fatores primos nao
necessariamente distintos. Entao se z tem (k + 1) fatores, ou seja, z = p - ¢ com p
primo (p > 3) e ¢ é um produto de k fatores primos nao necessariamente distintos.

Agora observe que:

¢*p® = ¢’p’p* = 2%p’ = (y* + 32%)(d” + 3¢*) = (yd £ 3x¢)* + 3(yc F xd)’.

Outro fato a se atentar é:

(yz + zd)(yc — xd) = (ye)* — (zd)* = (y* + 32%) — 2*(d* + 3¢%) = p*(P¢® — 2?).

Ou seja, p® | (yx + xd)(yc — xd). Suponha que p? | yc + zd e p? | yc — zd.

Na suposicao que p | yc+ zd e p | yc — xd, concluimos que p | 2yc. Visto que p é
um primo impar, p | yc. Portanto do fato que p | yc e p | yc — xd, segue que p | zd.
Haja vista que mde(p,c) = mde(p,d) = 1, terfamos p | x e p | y. Ora, isso é um
absurdo, pois mdc(x,y) = 1. Desta maneira, uma, e apenas uma, das divisibilidades
ocorre: p? | yc + zd ou p* | yc — zd. Andlogo para (yd + 3zz)(yd — 3zc).
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Fazendo a escolha dos sinais, existem u e v € Z de modo que:

yd + 3 d
p3u:yd:|:3xcoque imphcau_—xcapU_yCZdelogoU— ycq:gx
P’ p

sendo que ¢® = u? + 3v?, pois:

(yd £ 3zc)? (yeFxd)®  (yd=£3xc)*+3(ycFad)?  ¢@p° |
0 +3- ’G - o s
E por q ter k fatores primos, segue da hipdtese de inducao que existem msg e ny € Z

de modo que, ¢ = m3 + 3n3,u = mj — 9man3 e v = 3miny — 3n3.
y2+3zcd 3yc®F3xcd y(3c+d?)

Observe que ud + 3vc = - =S5 =ye —(uc — vd) =
—(yCd:;.f”"g - y“;éde) = —(%jw)) = +x, substituindo u,v,d e ¢ em termos de m;

eni(t =12) em z,y e x e fazendo m = mymgy + 3n1ny € n = myny — myny, obtemos:

y = ud + 3vc = (mg — 9m2n§) (m1 9m1n1) +3 (3m2n2 3n§) (Smfnl — 3n:f)
= mim3 — Imynimi — Imimans + 8lmyniman;
+ 27Tminiman, — 27Tnimang — 2Tminins + 27nin;

= (mymy + 3n1n2) — 9(myma + Snlng)(m%% 2minymaong + nlmg)

=m® — 9mn®.
+x = —(uc — vd) = — (mj — 9man3) (3ming — 3n}) + (3ming — 3n3) (M7 — Imyn?)
= —3minymi + 3ndmi + 2Tminimon;

3 2,2 2,3
— 2Tmgnin} + 3miming — 2Tmynimang — 3mins + 27Tmynin;

= 3(mymy + 3n1n2) (ming — nimsg) — 3(myng — nlmg)

= 3m?*n — 3n°.

y2 +32% = (m3 — anQ)2 +3 (3m2n — 3n3)2 = (m2 + 3n2)3 =23

Isto mostra que a tnica solucao de 2% = y?+32% é . = m?*n —3n?, y = m3 — 9mn?
e z = (m?+ 3n?)3

Teorema 30: A equacao diofantina 23 + ¢ = 23

x,y,z > 0.

nao possui solugoes inteiras com

DEMONSTRAGAO: Suponhamos que exista uma solugao (x,y, z) com z,y, z > 0.
Tomemos a solugao que xyz seja o menor numero possivel. Observe que se existir um
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fator em comum com dois elementos, ele serd comum com o terceiro, dai podemos

supor que seJam prlmos relativos dois a dOlS caso contrario teriamos ( menor

i)
que (x,y, z). Observe que pelo menos um serd par.

3 0 que ¢ impossivel, pois, o expoente de 2 em

Vejamos se & = y, temos 22 = z
223 é da forma 3k +1; j4 o expoente 2 em 23 é da forma 3. Assim podemos considerar,
sem perda de generalidade x > y, o caso em que y > z é andlogo. Suponha que z e y
sejam Tmpares, dessa forma z é par e podemos escrever r =p+q e y = p — q com
p,q >0 e mde(p,q) =1 ja que z,y tem paridades iguais e sdo primos relativos.

De fato note que p = % e ¢ = ¥, Visto que mdc(z,y) = 1, podemos constatar
rT+y r—y

, )=1
2 2

por argumento de rotina que mde(x + y,x — y) = 2. Logo mdc(

Assim:

2=ty = (r+y)(@® —zy + ¢,
=+ +@-]- 0+ -+ —a9+®—-97,
= 2p[(p* + 2pq + ¢*) — (0° — &) + (1° — 2pq + ¢*)],
=2(0° + 200+ — P+ +p° — 2pq + ¢°),
= 2p(p® + 3¢%).

Ou seja, 2p(p? + 3¢%) é um cubo perfeito.

De forma igual, no caso em que z é impar e x ou y também é, teremos algo
parecido. Supondo que y também é impar, podemos escrever z =qg+pey=q—p, e
assim temos:

=2 -y =(¢+p)°—(¢—p)°

= ¢’ +3¢*p + 3qp” +1°] = [¢® — 3¢°p + 3ap” — P,
= ¢’ +3¢°p + 3qp” +1° — ¢ + 3¢°p — 3qp” + 1’
= 6q°p + 2p°,
= 2p(p” + 3¢%).
Se z = ¢+ p é fmpar, entao p? + 3¢> também ¢é, pois p e ¢ tem paridades

distintas. Provaremos agora que mdc(p, p* + 3¢*) = mdc(p, 3). Partindo do fato que
mde(p,q) = 1, segue que:

mdc(p, p* + 3¢*) = mdc(p, p* +3¢* —p - p)

= mdc(p,p* + 3¢* — p)

(
(
= mde(p,3¢°)
= mdc(p, 3q - q)
(p,

= mdc(p, 3q) = mdc(p, 3).

Logo, existem dois casos, mdc(p,3) = 1 ou mde(p,3) = 3.
Vejamos se mdc(p,3) = 1 , entdo pelo Teorema Fundamental da Aritmética,
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existem a e b naturais tais que a® = 2p e b® = p? + 3¢%, lembre-se que 2p(p? + 3¢?)
¢ um cubo perfeito. Pelo Lema 29.2 existem m e n com paridades distintas e
relativamente primos tais que b = m? + 3n?, p = m® — 9Imn? e ¢ = 3Im?*n — 3n.
Portanto, a® = 2p = 2(m?® — 9mn?) = 2m(m? —9n?) = 2m(m +3n)(m — 3n). Observe
que mdc(2m,m + 3n) = mde(2m,m — 3n) = mde(m + 3n,m — 3n) = d . Entao
existem e, f e g tais que 22 = ¢® | M3 — 3 ¢ m=3n — 63 Obgerve que f3 + ¢* = ¢®.
Como

5,33 @ _2p
efg<e’f :$:$§x+y<$y<xyz,

temos assim, uma solugao menor que a minima, o que contradiz com a escolha de
0,2,

Vejamos agora o caso em que mdc(p,3) = 3. Temos que 3|p, ou seja, existe r € Z
tal que p = 3r com mdc(p,r) = 1. Deste modo temos :

23 = 2p(p*+3¢%) = 2(3r)((3r)*+3¢%) = 6r(9r*4+3¢°%) = 67(3)(3r*+4¢*) = 18r(3r*+¢?).

Lembre-se que mdc(p, p>+3¢*) = mdc(p, 3) = 3. Assim, temos mdc(18r,3r?+¢*) =
1. Dai, existem 4, j inteiros tais que 18r = i® e 3r? + ¢> = j3. E, novamente, existem
u,v inteiros relativamente primos tais que j = u?+3v2, ¢ = u3 —9uv? e r = 3uv — 3v°.
Assim temos

i* = 18r = 18(3uv — 3v%) = 18(3v)(u? — v?) = 27(2v)(u + v)(u — v).

De forma igual, temos mdc(2v,v + u) = mdc(2v,v — u) = mde(u + v,v — u) = d.
E entdo existem inteiros [,k e o tais que 2 = k% | “tt =3 ¢ “=2 = 63 Como j4
vimos, segue que k3 = I* 4+ 03. Ou seja, (I, 0, k) também ¢é solugiao, menor que (z,y,2),

o que contradiz a minimalidade suposta da solugao.

Logo nao existem x,y, 2 € N* tais que z° + 3 = 23.

Coroldrio 30.1: Ultimo Teorema de Fermat para n = 3.

Nao existem inteiros positivos ,y,z tais que z3 + y® = 23.

DEMONSTRACAO: Suponha por absurdo que existam z/,7/,2" > 0 tais que
23+ P = 23, Ora 2'y'2" # 0. Isto vai de encontro com o Teorema 30. Contradicao.



Consideracoes Finais

No capitulo 1, apresentamos uma introducao a aritmética, com alguns conceitos
iniciais, tais como, divisibilidade dos inteiros, mdc, mmc e as congruéncias lineares.
No fim desta parte, comecamos os nossos estudos sobre as equagoes diofantinas com
as equagoes diofantinas lineares.

No proximo capitulo estudamos as congruéncias de grau 2, provamos que exis-
tem ’%1 residuos quadraticos, introduzimos a definicao do simbolo de Legendre, e
demonstramos o Teorema da Reciprocidade Quadratica de Gauss.

Depois vimos as ternas pitagoricas, que sao ternas que satisfazem o famoso
Teorema de Pitagoras para triangulos retangulos, investigamos métodos alternativos
que podem ser utilizados para resolucao alguns problemas, como o método geométrico,
o método aritmético modular e o método de fatoracao.

Expusemos também o Problema de Waring e um de suas solugoes parciais, que
leva 0 nome de Teorema de Lagrange. O Teorema de Lagrange diz, se n é um ntimero
natural, entao existem a, b, ¢, d inteiros tais que n = a® + b + ¢ 4 d?.

Por fim, exibimos uma prova dos casos n = 3 e n = 4 do famoso Teorema de
Fermat (nao existem inteiros positivos x,y, z tais que 2" + y" = z" com n > 3).

No espirito deste trabalho de conclusao de curso, sugerimos alguns tépicos que
seriam uma continuacao deste trabalho. O primeiro seria na linha do Problema de
Waring e consistiria em provar que todo inteiro maior ou igual a zero pode ser escrito
como a soma de nove cubos de inteiros nao negativos.

O segundo tem a ver com o Ultimo Teorema de Fermat e consiste em apresentar
uma prova para o caso n = 5, uma referéncia para estudo pode ser [0].
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